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BRUHLSCHE U N I V E R S I T A T S D R U C K E R E I GIESSEN 



Introduction. 

«Coi piedi di piombo» (F. Severi). 

Le but de cet ouvrage est de commencer a donner un expose aussi 
complet que possible des fondements de la Geometrie Algebrique 
abstraite. II n'est pas dans nos intentions de precher ici pour notre sujet, 
ni de l'opposer, par exemple, a la Geometrie algebrique classique que 
nous a leguee l'Ecole Italienne. D'autres plus qualifies Font deja fait 
avec une eloquence a laquelle nous ne saurions pretendre. D'autre part 
l'objet de ce livre n'est pas de brosser a l'usage du debutant et du profane 
un tableau attrayant de la Geometrie Algebrique; son objet est d'etre 
utile a l'usager, et celui-ci n'a plus besoin d'etre convaincu. 

C'est en prenant pretexte de cet but d'utilite que nous nous per- 
mettons de presenter au public mathematique un ouvrage ennuyeux. 
Nous n'avons, tout d'abord, pas recherche la simplicite de lignes 
qu'aurait entrainee la stricte adhesion a Tun des points de vue aujourd'hui 
a l'honneur en Geometrie Algebrique abstraite ; nous avons au contraire 
essaye de les englober tous, en allant d'abord le plus loin possible avec 
un corps de base fixe, puis en etudiant les effets d'une extension de celui- 
ci, sans cacher les deplaisants phenomenes qu'elle entraine, surtout si 
elle est inseparable. D'autre part la Mathematique contemporaine a mis 
1' accent sur 1' etude, aussi universellement feconde qu'occasionnellement 
fastidieuse, des sous-ensembles, produits et quotients; ce ne sont pas 
la des notions etrangeres aux Geometres algebriques, qui sont habitues 
depuis plus d'un siecle a la methode des sections et projections, et qui 
furent probablement les premiers a utiliser les ensembles produits; 
nous avons done, fidele a cette methode, donne une large place aux 
proprietes des sous-varietes, des varietes produits et des projections, 
ainsi qu'a ce moyen plus elabore de «passer au quotient » que sont les 
coordonnees de Chow; et certains lecteurs pourront s'estimer heureux 
du fait que, lorsque cet ouvrage a ete ecrit, notre Geometrie Algebrique 
n'etait pas encore envahie par les produits tensoriels a dose massive, 
ni par les faisceaux, ni par les foncteurs satellites. 

Un autre trait de ce livre est qu'il suppose connus tous les resultats 
algebriques necessaires. L'enonce de ceux-ci, ainsi que l'endroit du livre 
ou on les utilise, font l'objet d'un «Rappel Algebrique» annexe a cet 
ouvrage. Un tel procede aurait pu paraitre il y a quelques annees 
quelque peu cavalier a l'endroit du lecteur, car il l'aurait force, pour 
acquerir les connaissances necessaires d'Algebre commutative, a lire de 
nombreux memoires originaux. Sans etre parfaite, la situation est 



VI 



Introduction. 



aujourd'hui moins grave. Les ouvrages de N. Bourbaki forment une 
base solide, si elle est encore quelquefois lointaine. Pour les anneaux 
noetheriens et TAlgebre locale, les petits livres de D. G. Northcott et 
de l'auteur (le second formant, sans d'ailleurs que c'ait ete concerte, 
une suite naturelle du premier) donnent tout ce qui est necessaire. 
Pour la theorie moderne des specialisations, places et valuations, et 
pour celle des elements entiers qui en est la consequence, il existe deja 
plusieurs cours polycopies, et Ton peut esperer la publication d'un 
Traite complet d'Algebre commutative ecrit sous la direction d'OscAR 
Zariski. Enfin notre «Rappel Algebrique » pourra peut-etre servir un 
jour a Tauteur d'un traite d'Algebre. 

Un lecteur logiquement facetieux pourrait nous objecter que nous 
ne sommes pas alle au bout de nos idees en ne transferant pas dans le 
«Rappel Algebrique » rentier contenu de cet ouvrage; et nous ne 
pourrions rien lui repondre qui ne soit pas de nature psychologique ; 
car la Geometrie Algebrique abstraite n'est separee de TAlgebre commu- 
tative que par une frontiere mal definie, et la repartition des matieres 
entre le livre proprement dit et son «Rappel Algebrique » s'en ressent 
a coup sur. En regie generale nous avons suppose connus, d'une part 
les resultats d'Algebre qui ont aussi montre leur utilite dans d'autres 
applications (la Theorie des Nombres par exemple), d'autre part ceux 
qui, bien que manifestement inspires par la Geometrie Algebrique, 
s'enoncent neanmoins en des termes qui ont acquis droit de cite en 
Algebre. Nous avons par contre succinct ement demontre dans le texte 
les resultats algebriques qui ne font que traduire fidelement une situation 
geometrique, et ceux qui sont susceptibles d'une demonstration simple 
par voie geometrique. 

Nous nous sommes efforces d'eviter, dans une certaine mesure, 
Tutilisation de resultats algebriques raffines dans des questions geo- 
metriques element aires. Mais nous n' avons pas non plus hesite a utiliser 
des moyens algebriques puissants. Par exemple la theorie des dimensions 
d'intersections est ici independante de celle de la dimension des ideaux 
premiers (c'est-a-dire du «Primidealsatz» de Krull), et la theorie des 
polynomes caracteristiques dans les anneaux locaux n'intervient que 
dans celle des multiplicites d'intersections. Par contre le theoreme 
d'extension des specialisations, sous sa forme finitiste ou sous celle qui 
fait intervenir les places et valuations, est partout utilise sans vergogne. 

La terminologie utilisee est en general conforme a celle d'ANDRE 
Weil. Nos «varietes» sont les memes que les siennes, a cela pres que 
les notres sont des ensembles de points. Et nous le suivons en disant 
« point generique» et non « point general », la notion Italienne de 
«punto generico» s'exprimant a notre avis de facon plus frappante 
au moyen de locutions du genre de «presque partout », inspirees par 
lTntegration. 
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Un mot sur Tutilisation des points generiques. L'opinion, souvent 
exprimee par un Geometre aussi averti .qu'OscAR Zariski, que nos 
«varietes peuplees de points a coordonnees dans des corps de fonctions» 
sont «trop grandes pour etre de bons objets d'etude geometrique », 
peut donner a reflechir. Notre principal argument, d'ailleurs developpe 
par Zariski lui-meme, est la commodite methodologique de ces points 
generiques, et nous le croyons admissible dans un ouvrage qui se soucie 
moins de purete que d'utilite. 

Cet ouvrage est divise en deux chapitres; chacun est divise en 
sections (§) ; chaque section est divisee en numeros (n°) ; pour la commo- 
dite des references chaque numero est divise en alineas (a), b), . . . ). 
Par exemple la reference § 8, n° 4, d) renvoie a l'alinea d) du numero 4 
de la section 8 du meme chapitre; et la reference n° 2, e) renvoie a 
Talinea e) du numero 2 de la meme section. Les renvois au «Rappel 
Algebrique» se font par numero; a Tinterieur d'un meme numero ils 
sont notes (R.a.), (R.b.), .... Et les subdivisions du «Rappel Alge- 
brique» suivent celles du texte. 

Outre le «Rappel Algebrique» nous avons adjoint a cet ouvrage 
un bref annexe historique, un annexe terminologique comparant sous 
forme de tableau notre terminologie a celles de divers auteurs, et un 
index alphabetique. 

J'adresse mes sinceres remerciements a M.M.W. Krull et P. Boughon, 
dont l'aide m'a ete precieuse pour la correction des epreuves. 

Je tiens a remercier tous ceux qui, collegues et etudiants, parti- 
ciperent en 1952—53 a Cornell University a un Seminaire au cours 
duquel cet ouvrage s'ebaucha dans mon esprit. Je remercie egalement 
tous mes confreres, proches comme a Poitiers ou lointains comme a 
Kyoto, de la jeune Ecole de Geometrie Algebrique; ils ont, sans le 
savoir, puissamment collabore a cet ouvrage; et ma plus grande 
satisfaction serait qu'il puisse leur etre utile. 

Royat, le 25 septembre 1954. 

P. Samuel. 
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Chapitre I. 

Theorie globale elementaire. 
§ 1 — Ideaux et ensembles algebriques affines. 
1 — Correspondance entre ideaux et ensembles algebriques. 

a) — Soient k un corps et K un surcorps algebriquement clos de h. 
Nous allons considerer certains sous-ensembles de Tespace affine A n (K) 
(ou A n ) de dimension n sur K. Pour reperer les points de cet espace, nous 
supposerons donnes une origine et n points de base affinement indepen- 
dants; alors les points de A n (K) sont en correspondance biunivoque avec 
les n-uples (x v . . . , x n ) d'elements de K. Sauf mention expresse du con- 
traire nous ne changerons pas ce repere. Nous nous permettrons done 
de parler du «point (x v . . . , x n ) » de A n (K) ; nous le noterons souvent (x). 

b) — On dit qu'un sous-ensemble VdeA n (K) est un ensemble algebrique 
sur k (ou est un ensemble normalement algebrique sur k, ou est un 
k-ensemble) s'il existe un ensemble 5 de polynomes a n variables sur k 
(c. a d. une partie 5 de k[X lf . . . , X n ]) tel que V soit 1' ensemble des 
points (x v . . . , x n ) de A n (K) tels que /(%, . . . , x n ) = 0 pour tout / 
dans 5- En d'autres termes, V est l'ensemble des zeros des polynomes/ 
de 5- Nous noterons cet ensemble V K {%), ou Vffi) lorsqu'aucune con- 
fusion n'est a craindre. 

c) - Inversement, etant donne un sous-ensemble H de A n , nous 
noterons 3 k (H) (ou 3(H) lorsqu'aucune confusion n'est a craindre) 
l'ensemble des polynomes / de k[X lf . . . , X n ] tels que f(x v . . . , x n ) = 0 
pour tout point (x ± , . . . , x n ) de H. II est clair que S est un ideal de 
k[X 1) . . . , X n ]; on Tappelle Y ideal de H sur k. 

d) — Les formules suivantes, dont la demonstration est immediate, 
relient les fonctions V K et £L : 




Si J C ®, alors V K (%) D V K {<&) 
Si He H' } alors 3 k {H) D 3 k (H') , 



V K ( U'ff. 



3 



a 

n 



* ( u ff a 



3»(^(3*(fl))) = 



(1) 

(I') 
(2) 

(2') 

(3) 
(3') 

(4) 
(4') 



Ergebn. d. Mathem. ST. E. H. 4, Samuel. 
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La formule (4) montre que la relation H = V K (Q k (H)) caracterise les 
^-ensembles H] et la formule (4') montre que la relation a = 9/c(^( a )) 
caracterise les ideaux de ^-ensembles. Done les fonctions 9 fc et V K 
mettent en correspondance biunivoque les ^-ensembles de A n (K) et 
leurs ideaux dans k[X lf . . . , X n }. Remarquons tout de suite qu'un 
ideal quelconque de cet anneau n'est pas necessairement l'ideal d'un 
^-ensemble (c.-a-d. de la forme 3 k (H): en effet, si f q £ 3 k (H), alors 
/ £ 3 k (H) ; nous verrons plus loin que cette implication caracterise les 
ideaux de ^-ensembles (n° 4)). 

e) — On appelle systeme d' equations d'un ^-ensemble H tout systeme 
de generateurs de 1'ideal 3 k (H). D'apres le theoreme de la base finie 
(R., a.) tout ensemble algebrique admet un systeme fini d'equations. 
Notons que nous ne considerons pas (X 2 ) comme un systeme d'equations 
de rorigine dans A X (K) ; par contre (X) en est un. 



a) — La formule (2) montre que toute intersection de ^-ensembles 
est un ^-ensemble. 

b) — II n'est pas vrai que toute reunion de ^-ensembles soit un 
^-ensemble. Cependant, etant donnee une famille finie de ^-ensembles 
(Hi), leur reunion est un ^-ensemble, car elle est de la forme V K (n^ k (H^\ . 



c) — Comme les ideaux de k[X lf . . . , X n ] satisfont a la condition 
maximale (R., a), les ^-ensembles de A n (K) satisfont a la condition 
minimale: toute famille non vide de ^-ensembles, ordonnee par inclusion, 
contient un element minimal. Cette condition equivaut a la condition 
des chaines descendantes : etant donnee une suite infinie decroissante (H t ) 
de ^-ensembles, il existe un indice q tel que H q = H q + x = • • • = H q + j = • • • . 



a) — On dit qu'un ^-ensemble H de A n (K) est irreductible sur k 
(ou qu'il est une k-variete) s'il n'est reunion d'aucune famille finie de 
^-ensembles strictement contenus dans H. 

b) — Montrons que tout k-ensemble H est reunion finie de k-varietes. 
Supposons, en effet, qu'il existe des ^-ensembles (de A n (K)) qui ne 
soient pas reunions finies de &-varietes, et, parmi eux, prenons en un mini- 
mal, soit H; comme H n'est pas irreductible, il est reunion de deux sous 
^-ensembles propres H' et H", qui, en vertu du caractere minimal de H, 
sont chacun reunion finie de &-varietes; done H est aussi une telle 
reunion finie, contrairement a sa definition. 

c) — Soit H un ^-ensemble; representons H comme reunion finie de 
&-varietes, et, parmi ces representations, prenons en une qui soit la 



2 — Operations sur les ensembles algebriques. 



D'apres (2') on a 3 fe / U H t \ = f) 3*(#<) • 




3 — Ensembles algebriques irreductibles. 



3. Ensembles algebriques irreductibles. 
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plus courte possible, soit H = U V ^ On a alors V { Ct Vj pour i 4= /• 

Nous allons montrer que deux representations H = U V i = U W,- 

$ * ? 

satisfaisant a F 4 d F^, pour i 4= i' et Wj (£ pour / 4= /' sont identiques. 
Pour cela remarquons d'abord que, s& une k-variete V est contenue dans 
une reunion finie U Wj de k-varietes, die est contenue dans Vune d'elles: 

en effet on a V = \J (Wj r\V) par distributivite, et, comme V est 

irreductible, Tun au moins des ^-ensembles Wj r\ V doit etre egal a V. 

Par consequent, de U V 4 = U W jf on deduit pour tout i (resp. /) 

% j 

Texistence d'un indice s(i) (resp. t(j)) tel que V i CW s(;i) (resp. WjC Vttf))- 
D'ou ViCW 8(: i)CVt{s(i))> e *> d'apres Fhypothese faite sur les V is 
Vi=W H q— V t{8{i)) . De meme PF,. = V t(jy Et les F € et Wj sont 

identiques. Par consequent une representation H = \jV i satisfaisant 

i 

a V { d F^, pour i 4= i' est la plus courte possible, et est (essentiellement) 
unique. Les &-varietes V t s'appellent les composantes de H sur k (ou les 
k-composantes de H). 

d) — Pour quun k-ensemble H soit une k-variete, il faut et il suffit 
que son ideal 3 k (H) soit premier. En effet supposons d'abord H irre- 
ductible, et soient /', /" deux polynomes n'appartenant pas a *3 k (H) ; 
il existe deux points (x f ), (%") de H tels que /'(#') 4= 0 et f"{x") 4 0; 
ainsi V K (3 k (H) \j /') et V K (Z k (H) \j /") sont deux sous ensembles 
algebriques propres de H) comme H est irreductible, leur reunion 
V K {(^ k (H)\jf)'(^ k {H)\jf f )) est distincte de H, ce qui implique 
/' /" $ 3 k {H) et que 3 k (H) est premier. Inversement, si H n'est pas irre- 
ductible, soit H = H' \j H" , 3 k (H) est intersection des ideaux 3 k (H'), 
K$ k (H") qui le contiennent strictement; il n'est done pas premier. 

Ce resultat montre, par exemple, que toute sous variete lineaire de A n (K) est 
une if -variete. 

e) — Soit V une ^-variete. Comme Tideal 3 k (V) est premier, Tanneau 
quotient k[X lf . . . , X n ]/3 k (V) est un anneau d'integrite; on Tappelle 
Yanneau de coordonnees de V sur k, ou Tanneau des polynomes sur V. 
Le corps des fractions F k (V) de cet anneau est appele le corps des fonctions 
rationnelles sur V definies sur k; e'est une extension de type fini de k 
(engendree, par exemple, par les classes des X € mod. S fc (F)); son degre 
de transcendance sur k (qui est fini et ^ n) est appele la dimension de V, 
et est note dim(F). Deux &-varietes sont dites birationnellement equi- 
valentes sur k si leurs corps de fonctions rationnelles sont &-isomorphes ; 
elles ont alors meme dimension. Une k- variete est dite rationnelle 
(resp. unirationnelle) si son corps de fractions rationnelles est une 
extension pure de k (resp. est contenu dans une extension pure de k). 

Une ^-variete lineaire de dimension d (au sens de l'Algebre lineaire) est une 
^-variete rationnelle de dimension d. 

1* 
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On appelle dimension (Tun ^-ensemble H la plus grande des di- 
mensions de ses &-composantes. Un ^-ensemble H est dit equidimensionnel 
(ou pur) si toutes ses composantes ont meme dimension. 

f) — Une &-variete de dimension 0 se compose d'un point algebrique 
sur k et de ses conjugues sur k. 

4 — Le theoreme des zeros. 

a) - Nous avons vu (n° 1, d)) que Tideal 3 fc (#) dun ^-ensemble H 
est tel que, si une puissance f q d'un polynome appartient a 3 fc (#), 
alors / appartient a 3 k (H) ; en d'autres termes 3 k (H) est son propre 
radical (R., a.). Nous allons montrer que la reciproque est vraie, c.-a-d. 
qu'on a le resultat suivant, appele theoreme des zeros, et du a Hilbert: 

Tout ideal a de k[X 1} . . . , X n ] tel que a = R(a) (radical de a) 
est 1' ideal d'un. k-ensemble de A n (K). 

Cette propriete equivaut a la suivant e (cf . 1 , d) 

Si a est un ideal de k[X 1} . . . , X n ] on a 3 ]c (V K (a)) = R(a) . (V) 

Et elle a pour cas particuliers : ... 

Tout ideal premier p dek[X v . . . , X n ] est V ideal d'une k-variete. (2) 

Si un ideal a nadmet pas de zero (c.-a-d. si V K [a) =0) alors 
a = k[X p X n ]. ( 3 ) 

Tout ideal a 4= k[X lt . . . , X n ] admet un zero. (3') 

b) — Remarquons d'abord que ces cas particuliers sont equivalents 
au theoreme des zeros. Pour (2) il suffit de remarquer que tout ideal a 
tel que a = R(a) est intersection d'ideaux premiers (R., b.) et d'appliquer 
la formule (2 r ) du n° 1, d). Pour (3) on utilise la methode de Rabino- 
witsch, qui consiste a adjoindre une nouvelle variable: soient a un 
ideal de k[X lt . . . , X n ] et P(X) un polynome nul en tout zero de a; 
Tideal (a, TP{X) - 1) de k[X v . . . , X n , T] n'a pas de zero; done, 
d'apres (3), on a une identite de la forme 

1 = 2; B< (X, T) F^X) + C(X, T) (TP(X) - 1) (F 4 {X) 6 a) . 

• ' i 

En remplacant T par l/P{X) et en chassant les denominateurs, on en 
deduit P(X) £ R{a). 

c) — Lorsque le corps algebriquement clos K est de degre de trans- 
cendance infini sur k (on dit alors que K est un domaine universal 
pour k ; e'est aussi un domaine universel pour toute extension de type 
fini &e jk), la demonstration de (2) est facile: il existe en effet un &-iso- 
morphisme de Fanneau d'integrite k[X lt . . . , X n ]/p dans K (R, c.); 
notons Xi Timage de la classe de X i par cet isomorphisme ; alors 3 fc ((%)) 
est Tideal premier p, qui est done Tideal d'un ^-ensemble V (n° 1, d)). 
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Avec ces notations les points (x f ) de V ne sont autres que les elements 
de K n qui satisfont a la condition suivante- : 

(Sp) Si F(X) est un polynome de k[X v . . . , X n ] tel que F{x) = 0, 
alors F(x') = 0. 

Nous pouvons exprimer cette propriete en disant que {%') est une 
specialisation de {%) sur k. Nous supposerons connue la theorie algebrique 
des specialisations (R, d). Le point (x) est appele un point generique 
de V sur k. II est clair que, si (x) et (x') sont deux points generiques 
de V sur k, ils sont isomorphes sur k, et, plus precisement, il existe un 
&-isomorphisme h de k(x) sur k(x') tel que h(x i ). = x[. Lorsque <(%) est 
un point generique de V sur k, le degre de transcendance de k(x) sur k 
est egal a la dimension de V \ nous demontrerons plus loin la reciproque. 
Remarquons que, lorsqu'un ^-ensemble H admet un point generique (x) 
(c.-a-d. lorsque tout point {%') de H est une specialisation de (x) sur k) 
alors H est irreductible: en effet .3 k (H) est egal a 3 k ((x)), et est done 
premier. Notons enfin que la donnee d'un point (x) de A n (K) determine 
de facon unique une &-variete ayant (x) pour point generique, a savoir 
Vk(3ic{( x )))> on appelle cette &-variete le lieu de (x) sur k. > ' 

d) — Lorsque K est algebrique sur k (c.-a-d. est la cloture algebrique 
de k), Ton demontre que tout ideal premier p de k[X 1} . . . , X n ] admet 
un zero dans K; ceci implique (3') puisque tout ideal a de k[X lf . . . , X n ] 
est contenu dans un ideal maximal et done premier. Pour cela on 
considere le domaine d'integrite fini k[X l3 . . . , X n ]/p = A, et on lui 
applique le lemme de normalisation (R, e.) : si d designe le degre de 
transcendance de A sur k, il existe d elements (%,..., u d ) de A tels 
que A soit entier sur k[u v . . . , u d ]. Comme (u v . . . , u d ) sont algebrique- 
ment independants sur k, il existe une specialisation finie / de>'k[u] 
dans K telle que les f(u 3 ) soient des elements arbitrairement donnes 
de K et que f{c) = c pour c dans k. Comme K est algebriquement clos, 
on peut etendre / en une specialisation g de A dans K, et celle ci est 
finie puisque A est entier sur k[u). Alors les images par g des classes de 
X lt . . . , X n dans A sont les coordonnees d'un zero de p. 

Remarque — Lorsque p est un ideal maximal, Tanneau quotient A est un 
corps, et g est done un isomorphisme. Done, si un domaine d'integrite fini 
k[v v . . . , v n ] est un corps, e'est une extension algebrique de k. C'est la la forme 
donnee au theoreme des zeros par Zariski, qui en a trouve une demonstration 
elementaire (par recurrence sur n) et n'utilisant pas le theoreme d'extension des 
specialisations [Bull. Amer. Math. Soc. 53, 362—368 (1947)]. 

e) — Le theoreme des zeros montre, en particulier, que le corps 
algebriquement clos K ou les points sont censes avoir leurs coordonnees 
est d'importance secondaire: si K et K' sont deux corps algebriquement 
clos contenant k, les families d'ensembles algebriques (V K (<5)),-(V K ($)) 
sont en correspondance biunivoque; les notions d'irreductibilite, de 
composantes, de dimension sont conservees par cette correspondance. 
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Nous pourrons done etendre a volonte le corps K, afin de munir de 
points generiques les ensembles irreductibles etudies. 

5 — Dimension (Tune sous fc-variete. 

Theoreme — Soient V une k-variete, W une k-variete contenue dans V. 
On a dim(JF) rg dim(F). Et, si dim(W) = dim(F), alors W=V. 

Soient en effet (x) et (x f ) des points generiques de V et W sur k. 
Comme toute relation algebrique a coefficients dans k satisfaite par (x) 
est aussi satisfaite par (V), on a dim k (k(x')) <S dim k (k(x)) et la premiere 
assertion est demontree.Supposonsmaintenant que dim (F) = dim (W) =d; 
soit, par exemple, (x[, . . . , x^) une base de transcendance de k(x') sur k; 
alors (x v . . . , x d ) est une base de transcendance de k(x) sur k. L'anneau 
local de la specialisation / de k[x] sur k[x'] (c.-a-d. Tensemble des 
fractions rationnelles P(x)/Q(x) de k(x) telles que Q(x') 4= 0) contient 
le corps ^(^, . . . , x d ) et est algebrique sur ce corps; e'est done un corps 
(R, a.), evidemment egal a k(x). Ainsi / est finie sur k(x) tout entier, 
et e'est par consequent un isomorphisme. Done W = V. 

Ceci montre, en particulier, qu'un point (x) de V tel que 
dim fc (*(^)) = dim (7) est un point generique de V: il suffit en effet de 
considerer de lieu de (x) sur k. 

6 — Hypersurfaces. 

Un ^-ensemble H de la forme V K ({F(X)}) ou {F(X)} est un ensemble 
reduit a un polynome non nul F(X) est appele une hypersurface. 

Comme k[X lf . . . , X n ] est un anneau factoriel (R, a.), nous pouvons 

decomposer F en un produit F = II F?® de facteurs irreductibles. 

i 

Comme les ideaux (F t ) sont premiers, le radical de (F) est Tideal (G) 
engendre par G = iTF z -. Ainsi (G(X)) est un systeme d'equations de 

i 

Thypersurface H (n° 4, (!•)) (on dit que G(X), qui est determine a un 
facteur constant pres, est ¥ equation de H), et H est reunion des com- 
posantes irreductibles R iy E i ayant F^X) pour equation. Les H i sont 
done aussi des hypersurfaces. Nous allons maintenant caracteriser les 
hypersurfaces irreductibles. 

II est clair qu'une hypersurface irreductible deA n (K) est de dimension 
n — 1. Montrons reciproquement qu'une &-variete V de dimension n — I 
de A n (K) est une hypersurface. Soit (x) un point generique de V; nous 
pouvons supposer que (x v . . . , x n - t ) est une base de transcendance 
de k(x) sur k. Considerons alors le polynome minimal F(X n ) de x n sur 
k(x v . . . , que nous pouvons ecrire G(x v . . . , x n - v X n ), ou 

G £ . , . , x n -. v X n ] et ou les coefficients des puissances de X n sont 
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etrangers dans leur ensemble dans l'anneau factoriel k[x v . . . , x n - ± ]. 
II est clair que le polynome G(X V . . . , X n ) s'annule sur V. Reciproque- 
ment, si P(X) s'annule sur V, on a P(x lf . . . , x n .- 1} x n ) = 0, et 
P(x lt . . . , x n - lf X n ) est un multiple de G(x ly . . . , x n - v X n ) dans 
k(x lt . . . , [X n ]. Mais le choix de G et la theorie des anneaux 

factoriels (R, b.) montrent que P{x ly . . . , x n - v X n ) est aussi un multiple 
de G(x lf , . . , x n - v X n ) dans k[x lf . . . , x n ~ lt X n ], done que P(X) est un 
multiple de G(X) dans k[X]. Par consequent Tideal de V est Fideal 
principal (G), et V est une hypersurface. 

Autre demonstration. Prenons un polynome non mil Q(X) dans l'ideal de V, 
et notons H Fhypersurface Vg({Q(X)}) . Comme H contient V, V est contenue 
dans une des composantes irreductibles H{ de H (n° 3, c)). Comme dim(l/) 
= dim (Hi) — n — I, on a V — Hi (n° 5). Done V est une hypersurface. 

Nous concluons de cette discussion que les hyper sur faces de A n (K) 
ne sont autres que les k-ensembles dont toutes les composantes sont de 
dimension n — 1 . 



7 — Changement de coordonnees affines. 

Consider ons, dans A n (K), deux syst ernes de coordonnees affines tels 
que les coordonnees (x), (y) d'un meme point P dans ces deux syst ernes 
soient liees par des formules (lineaires) 

n n 

Vi = + 27 a H x i t x i = A, + Z b ij y* 

i= 1 i = 1 

a coefficients a jt a H (et done aussi b it b i3 ) dans k. Pour qu'un polynome 
f(X) de k[X v . . . , X n ] s'annule au point P, il faut et il suffit que le 
polynome g(Y) = + 27 Y$) s'annule en P, — et de meme dans 

T autre sens. Ainsi la notion de ^-ensemble est independante du syst erne 
de coordonnees affines. Les ideaux d'un ^-ensemble V dans k[X] et k[Y] 

n 

se correspondent par Tisomorphisme cp defini par q)(X { ) = b i + 27 

7 = 1 

(et done par <p- 1 (Y j ) = a$ + 27 a n ^ij- Done la notion de &-variete est, 

elle aussi, intrinseque. Lorsque V est une ^-variete, ses anneaux de co- 
ordonnees et ses corps de fonctions rationnelles (dans les deux systemes) 
s'identifient au moyen de Tisomorphisme obtenu a partir de <p par 
passage aux quotients; la dimension de V est done une notion in- 
trinseque, ainsi que celle de point generique. 

Le lecteur constatera sans peine que toutes les notions relatives aux 
varietes affines que nous introduirons par la suite sont independantes 
du systeme de coordonnees choisi. 
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§ 2 — Ensembles algebriques dans l'espace projectif. 
1 — Definition des ensembles algebriques projectifs. 

a) — Nous noterons P n (K) (ou P n ) un espace projectif de dimension, n 
sur K. Pour reperer les points de P n {K) nous supposerons donne un 
systeme de coordonnees projectives: a tout systeme (x) = (x 0 , . . . , x n ) 
de n + 1 elements non tous nuls de K correspond un point Q de P n (K) ; 
un tel systeme est appele un systeme de coordonnees homogenes de Q 
et est determine a un facteur non nul pres par la donnee de Q; tout 
point de P n (K) admet un systeme de coordonnees homogenes. Sauf 
mention expresse du contraire nous ne changerons pas ce systeme de 
poordonnees projectives. Nous nous permettrons de parler «du point 
(x 0 , . . . , Xn)y>, ou meme «du point (x)», et nous entendrons par la le 
point admettant (x) =-- (x Q> . . . , x n ) pour systeme de coordonnees 
homogenes. La donnee d'un point Q de P n {K) determine de facon 
unique ceux des rapports x i jx i de ses coordonnees homogenes qui sont 
definis (c.-a-d. dont le denominateur n'est pas nul); on note k(Q) le 
sous-corps de K engendre sur k par ces rapports. On dit qu'un systeme 
de coordonnees homogenes (x) d'un point Q de P n (K) est un systeme 
de coordonnees strictement homogenes de Q si le corps k(x) est une 
extension transcendante de k(Q); e'en est alors une extension trans- 
cendante simple; lorsque K est un domaine universel pour k, tout 
point de P n (K) admet un systeme de coordonnees strictement homo- 
genes. 

b) — Etant donnes un polynome F(X 0 , . . . , X n ) sur k et un point Q 
de P n (K), nous dirons que Q est un zero projectif de F si Ton aF(^) = 0 
pour tout systeme de coordonnees homogenes (x) de Q. II suffit, pour 
cela qu'on ait F(x) = 0 pour un systeme de coordonnees strictement 
homogenes de Q. Comme K est infini, il faut et il suffit, pour que Q 
soit un zero projectif de F, que (x) spit un zero (au sens ordinaire) de 
toutes les composantes homogenes du polynome F. Nous dirons qu'un 
ensemble H de P n {K) est un ensemble algebrique sur k (ou un ensemble 
normalement algebrique sur k, ou un k-ensemble) si e'est Tensemble des 
zeros projectifs d'une famille 5 de polynomes de k[X 0 , . . . , X n ]. L'on 
peut tou jours supposer que la famille 5 se compose de polynomes 
homogenes. Nous noterons VP K {%) V ensemble des zeros projectifs de la 
famille 5 de polynomes. 

c) — Inversement, etant donne un sous-ensemble H de P n {K), nous 
noterons Qfy^H) Tensemble des polynomes / de k[X 0 , . . . , X n ] qui 
admettent tout point de H pour zero projectif. II est clair que 3S) fc (#) 
est un ideal homogene de k[X 0 , . . . , X n ], e'est a dire un ideal qui, avec 
un polynome /, contient toutes les composantes homogenes de /; il 
revient au meme de dire que 5§ fc (#) est engendre par des polynomes 
homogenes. 
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d) -Les formules (1), (2), (3), (4), (1'), (2'), (3'), (4') du n° l,d) 
s'appliquent quand on y remplace les operations V K et 3 fc par VP K 
et 3§ 7 , 

e) — On peut aussi ramener T etude des ^-ensembles projectifs a 
celle des ^-ensembles af fines par le procede suivant. On considere, 
a la facon ordinaire, P n {K) comme l'ensemble des droites passant par 
Torigine d'un espace vectoriel E de dimension n + 1 sur K. Etant 
donne un sous -ensemble H de P n (K), on appelle cone representatif de H 
et on note C(H) la reunion des droites de E qui sont elements de H; 
autrement dit C(H) est la reunion de 0 et des points (x 0 , . . . , x n ) de E 
tels que (x 0 , . . . , x n ) soit un systeme de coordonnees homogenes d'un 
point de H. Nous poserons C(&) = (0). Ainsi, pour qu'un ensemble 
H C P n soit algebrique, il faut et il suffit que son cone representatif C(H) 
le soit. L'ideal homogene 3¥) k (H) n'est autre que 3 k (C(H)). 

f) — La consideration des cones representatifs montre aussitot que 
toute intersection et toute reunion finie de ^-ensembles projectifs est un 
^-ensemble projectif (§ln°2). Remarquons d'autre part que si un 
cone algebrique C est reductible, ses composantes irreductibles V i sont 
des cones : en effet la reunion V\ des droites passant par 0 et rencontrant 
V i est une ^-variete, car elle admet pour ideal r ensemble des polynomes 
homogenes contenus dans 3 fc (F z -), et cet ideal est premier; comme 
V\ C H, on a V i ~ V^. Done, si Ton appelle irreductible un ^-ensemble 
projectif H qui n'est pas reunion finie de ^-ensembles projectifs distincts 
de H, Ton voit que, pour que H soit irreductible, il faut et il suffit que 
son cone representatif C(H) le soit; une condition equivalente est que 
Tideal BSy^H) soit premier; un ^-ensemble projectif irreductible est 
aussi appele une k-variete (projective). On voit aussi que tout ^-ensemble 
projectif H est reunion finie de k-varietes (projectives) (FJ (cf. § 1 n° 2) ; 
les representations H = U V i telles que Vi Ct V j pour i 4= / sont toutes 

: i 

identiques ; les V t qui figurent dans une telle representation sont appelees 
les composantes de H. 

On notera qu'une variete lineaire projective de P n (K), si elle est definie par 
des equations lineaires homogenes a coefficients dans k, est une ^-variete. 

2 — Points generiques. Dimension. 

a) — Soit V une variete de P n (K). Son ideal homogene 3§ fc (F) est 
alors un ideal premier (n° l,f)), et l'anneau quotient k [X Q , . . . , X w ]/3§ fc (F) 
est un anneau d'integrite; on Tappelle l'anneau de coordonnees homogenes 
de V; notons le k[v 0 ,-. . . , v n ] (v i : classe de X^. Considerons un element 
r(v) = p{v)]q(v) de son corps des fractions, et soit (x) un systeme de 
coordonnees homogenes d'un point P de V; r element p(x)/q(x) de K, 
s'il est defini, ne depend que de r(v) et des coordonnees (x) de P, et 
non de la representation de r(v) sous forme de quotient; notons le r(x); 
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cependant r(x) depend en general du choix du systeme {%) de coordonnees 
homogenes de P. On voit aisement, par decomposition des polynomes p 
et q en composantes homogenes et utilisation du fait que K est infini, 
que les seuls elements r{v) de k(v 0 , >..> v n ) tels que r{x) ne depende 
que du point P ayant (x) pour coordonnees homogenes sont ceux qui 
peuvent s'ecrire p{v)lq{v), ou p et q sont des polynomes homogenes de 
meme degre. Ces elements constituent un sous corps de k{v), evidemment 
engendre sur k par ceux des rapports v i \v i qui sont definis; on l'appelle 
le corps des fonctions rationnelles sur V definies sur k, et on le note F k (V). 
C'est une extension de type fini de U\ son degre de transcendance est 
appele la dimension de V, et est note dim(F). II est clair que k[v] et 
k(v) sont respectivement l'anneau de coordonnees affines et le corps 
des fonctions rationnelles du cone representatif C{V) de V. Comme k{v) 
est extension transcendante simple de F k (V) (car k(v) = F k (V) pour 
tout i tel que v t 4= 0), on a 

dim(C(F)) = l + dim(F). (1) 

Cette relation montre que les resultats des n° 5 et 6 du § 1, relatifs a la 
dimension d'une sous &-variete et a la caracterisation des hypersurfaces, 
se transported au cas projectif sans y changer un mot. 

b) - Lorsque K est un domaine universel (§ 1, n°4,c)) pour k, il 
existe un &-isomorphisme / de l'anneau de coordonnees homogenes 
• • • > v n] dans K '> posons ^ = /(»<). Le point P de coordonnees 
homogenes (x 0 , ...,**) est un point de V, et Ton a ZS) h {V) = 3 fc ((ft)). 
Autrement dit les points {%') de V ne sont autres que les systemes 
d'elements de K qui satisfont a la condition : 

(Sp) Si F(X) est un polynome de k[X 0> . . . , X n ] tel que F(x) = 0, alors 
F(x') = 0 . 

Un tel point P est appele un point generique de V sur k. Notons que (x) 
est un systeme de coordonnees strictement homogenes de P. Si nous 
notons (x) un systeme de coordonnees homogenes quelconques de F, 
alors les points {%') de V sont ceux qui verifient la condition 
(Sph) Si F(X) est un polynome homogene de k[X 0 , . . . , X n ] tel que 

F(x) = 0, alors F(x') = 0. 
Nous exprimerons cette propriete en disant que les points de V sont 
les specialisations homogenes du point generique P sur k. 

c) - II est clair que si P et P' sont des points generiques de V sur k, 
et (x) et {%') des systemes de coordonnees strictement homogenes de P 
et P', les corps k(P) et k(P') d'une part, k{x) et k(x') de l'autre, sont 
^-isomorphes. On montre, comme dans le cas affine (§ 1, n° 5), que les 
points generiques Pde Fsont caracterisespar Fegalite dim fc (^(P)) = dim (V) 
et leurs systemes de coordonnees strictement homogenes {x) par 
■dim fc (£(*)) = 1 + dim(F). 
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3 — Forme projective du theoreme des zeros. 

a) — La forme projective du theoreme des zeros (cf. § 1, n° 4) est 
la suivante : 

Tout ideal homogene adek [X 0t . . . , X n ] qui est egal a son radical 
R(a) est V ideal homogene d'un k-ensemble projectif H. Pour que H 
soit non vide il faut et il suffit que a soit distinct de k[X 0 , . . . , X n ] ^ ' 
et de V ideal maximal (X 0 , . . . , X n ). 

Ce resultat est une consequence immediate du theoreme affine des 
zeros, applique aux cones representatifs. En remarquant que le radical 
d'un ideal homogene est un ideal homogene (R, a.), on voit que l'enonce 
suivant est equivalent a (1) : 

Si a est un ideal homogene de k[X 0 , . . . , X n ] et si R(a) n'est pas 
Videal (X 0 , . . .", X n ), on a $$ h {VP K {a)) = R(a). (1 ) 

Un ideal homogene a dont le radical est (X 0 , . . . , X n ), c'est-a-dire 
un ideal homogene distinct de k[X 0 , . . . , X n ] et qui contient tous les 
monomes d'un certain degre d en les X i (ou, ce qui revient au meme, 
tous les X\ pour certain s) est dit impropre. L'ensemble algebrique 
d'un ideal impropre est vide. 

b) — Enoncons quelques cas particuliers du theoreme des zeros: 

Tout ideal premier homogene non impropre p de k[X 0 , . . . , X n ] 
est Videal homogene d'une k-variete projective non vide. * ' 

Si un ideal homogene a nadmet pas de zero ( c.-a-d. si VP K (a) = Q) 
alors a est impropre ou egal a k[X 0 , . . . , X n ]. * ' 

Tout ideal homogene non impropre et distinct de k[X 0 , . . . , X n ] 
admet un zero. ^ ' 

c) — Comme dans le cas affine (§ 1, n°4,e)) le theoreme des zeros 
montre que le choix du corps algebriquement clos K est d'importance 
secondaire, et qu'on peut Tetendre a volonte. 

4 — Extension des specialisations. 

L'extension d'une specialisation finie / d'un anneau d'integrite A a 
un anneau d'integrite B contenant A (R, a.) n'est, en general, possible 
qu'en assignant la valeur oo a certains elements de B. En d'autres 
termes, etant donnes deux points (x),(y) de deux espaces affines 
A n (K), A m (K), et une specialisation {%') de (x) sur k (§1, n°4,c)), il 
n'est pas tou jours possible de prolonger celle ci en une specialisation 
(%', y') de (x, y) sur k. Un tel desagrement ne se presente pas pour les 
points d'espaces projectifs. 

Soient P et Q deux points de deux espaces projectifs P n (K), P m (K), 
et (x), (y) des syst ernes de coordonnees homogenes de P et Q. On dit 
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qu'un systeme (P', Q') de deux points P', Q f de P w (2£) et P m {K) est 
une specialisation homogene (ou une specialisation) de (P, (?) sur & si, 
pour tout systemes de coordonnees homogenes (%'), (y f ) de P',Q', 
et pour tout polynome P(X, Y) homogene en les et homogene en les 
Y,. de £[X 0 , . . . ,X n \ Y Q> ... ,Y m ] tel que F(*, y) =-- 0, on aF(#', /) = 0. 
On voit aussitot que cette condition ne depend pas des systemes de 
coordonnees homogenes choisis. La forme projective du theoreme 
d'extension des specialisations peut alors s'enoncer ainsi: 

(Ext) — Etant donnes deux points P, Q de P n {K) et P m (K) et une 
specialisation P' £ P n {K) de P sur k, il existe un point Q' de P m (K) tel 
que (P', Q r ) soit specialisation de (P, Q) sur k. 

Considerons en effet des systemes de coordonnees strictement 
homogenes (x), (y) et [x') de P, Q, Q'. Alors (%') est specialisation (au 
sens ordinaire) de (x) sur k (n° 2,b)) ; notons / Thomomorphisme de 
k[x] sur k[x'] qui amene (x) sur (%') ; et prolongeons / en une place g du 
corps k(x, y) a valeurs dans K (R, b.). Notons y i Tun des elements 
y Q) . . . , y m dont Fordre est minimum pour la valuation associee a la 
place g (R, c). Les elements •y^/y < ont alors des valeurs finies non toutes 
nulles y'j pour la place g. Et Ton voit aisement que Ton peut prendre 
pour Q f le point de coordonnees homogenes (y-). 

Le resultat precedent se generalise sans difficulte aux specialisations homogenes 
de systemes finis quelconques de points d'espaces projectifs. 

5 — Changement de coordonnees projectives. 

Ici Ton considere, dans P n (K), deux systemes de coordonnees 
projectives tels que deux systemes de coordonnees homogenes (x), (y) 
d'un meme point P dans les deux systemes soient liees par des formules 
lineaires et homogenes 

n n 
i=0 j = 0 

a coefficients a H (et done aussi b i0 ) dans k. Notons que, si Ton change (x) 
en (tx) (£=|=0), (y) est change en (ty), et ces formules ont done un sens 
independant du choix des coordonnees homogenes. Notons aussi que 
ces formules definissent un changement de coordonnees affines dans 
A n + 1 (K) par lequel Torigine est conservee. Par passage aux cones 
representatifs (n° l,e)) Ton voit done que les remarques faites dans le 
cas affine (§ 1, n° 7) se transposent au cas projectif, mutatis mutandis. 

6 — Plongement de Tespace affine dans Tespace projectif. 

a) — A tout point (%, . . . , x n ) de A n (K) faisons correspondre le 
point (1, x v . . . , x n ) de P n (K). Nous avons ainsi defini une application 
biunivoque h de A n (K) dans P n {K). Tout point (y 0 , y ly . . . , y n ) de P n tel 
que y 0 =H 0 est un point de Timage h(A n ) puisqu'il admet (1, yjy^ . . . , y n ly Q ) 
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comme systeme de coordonnees homogenes. Autrement dit h(A n ) est 
le complement de I'hyperplan X 0 = 0 dans P n . Nous identifierons A n 
a ce complement au moyen de h. L'hyperplan X 0 = 0 est appele 
I'hyperplan a Vinfini (pour cette identification), et ses points sont 
appeles les points a Vinfini de P n \ les autres points de P n sont dits 
a distance finie. 

b) — Etant donne un ^-ensemble H dans A n nous allons etudier le 
plus petit ^-ensemble projectif de P n contenant H (c.-a-d. Tintersection 
des ^-ensembles projectifs contenant H; cf. n° l,f)). Si F(X lf . X n ) 
est un polynome de degre (total) d, nous noterons F(Y 0 , . . . , Y n ) le 
polynome Y d Q F(Y 1 /Y 0 , . . . , YJY Q ) obtenu en rendant F homogene. 
On a evidemment 



Soit a l'ideal de H; consider ons l'ideal a de k[Y 0 , . . . , Y n ) engendre 
par les F(Y) ou F parcourt a; c'est un ideal homogene, dont les elements 
homogenes sont tous de la forme Y 8 F(Y) } ou F 6 a et ou 5 ^ 0, comme 
le montrent les formules (1) et (2). Pour qu'un point (1, x 1} . . . , x n ) 
soit un zero projectif de a, il faut et il suffit que (x lf . . . , x n ) soit un 
zero affine de a; autrement dit le ^-ensemble H=VP K (a) verifie 
H r\A n = H. Comme a est son propre radical, il en est de meme de a 
(formule (1)), et a est l'ideal de H (n° 3). Enfin, si un ^-ensemble 
projectif B contient H, on a G(f, x v . . . , x n ) = 0 pour tout polynome 
homogene G(Y) de %f) K (B) et tout (x) de H, doncF(Z) = G(l, X lt :. . , X n ) 
£d k (H) = a; comme G(Y) est de la forme Y S 0 F(Y), on a G(Y) €a; 
d'ou 3$) k {B)Ccl, et B^)H. Ainsi H est le plus petit k-ensemble de P n 
contenant H. Gn Tappelle la fermeture projective de H. 

c) — Lorsque a = 3 k (H) est un ideal premier, c'est-a-dire lorsque H 
est une k-variete, la formule (1) (b)) et la structure de a montrent que a 
est un ideal premier, done que H est une k-variete projective. L'anneau 
de coordonnees affines k[X.]/a s'identifie alors au sous-anneau du corps 
des fractions de Tanneau de coordonnees homogenes k[Y]/a = k[v] 
(v i : classe de Y?) forme par les rapports f(v)jv d Q ou / est un polynome 
homogene de degre d; ce sous-anneau est contenu dans le corps F h (H) 
des fonctions rationnelles sur H, et admet F k (H) pour corps des fractions 
(n°2). Done H et H ont meme corps de fonctions rationnelles, et done 
meme dimension. D'autre part, si (x v . . . , x n ) est un point generique 
de H sur k, alors (1, x n ) est un point generique de H, et 
(t, tx lt . . '.. , tx n ), ou t est transcendant sur k(x), est un systeme de 
coordonnees strictement homogenes de ce point. 

d) — La construction ( de a a partir de a preservant les inclusions 
et les intersections (cf. b)), T operation de fermeture projective preserve 
les inclusions et les reunions. Done, si H = U V { est la decomposition 



FG = F - G , 




(1) 

(2) 
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du ^-ensemble affine H en composantes irreductibles, les composantes 
de sa fermeture projective H sont les fermetures projectives V ^ 

e) — Remarquons que toute variete V de P n qui n'est pas contenue 
dans Thyperplan a rinfini X Q = 0, et plus generalement tout ^-ensemble 
de P n dont aucune composante n'est contenue dans Thyperplan a 
Tinfini, est la fermeture projective d'un ^-ensemble de A n \ en effet, 
pour tout point generique (y 0 , . . . , y n ) de V, on a y 0 4= 0, et le lieu H 
du point (yJyQ, . . . , y n lyo) sur ^ admet V pour fermeture projective 
(cf. c)). 

f) — Au moyen d'un changement de coordonnees projectives (cf. n° 5), 
tout hyperplan L de P n {K), s'il peut etre defini par une equation a 
coefficients dans k, peut etre choisi comme hyperplan a rinfini. On peut 
done identifier le complement de cet hyperplan a A n (K). Lorsque 
Thyperplan L ne contient aucune des composantes des ensembles 
algebriques qu'on se propose d'etudier, on est ramene a une etude de 
geometrie Algebrique affine (cf. le chap. II, consacre aux questions 
locales). 

Remarque — Lorsqu'on considere P n comme un quotient de A n+1 — (0), 
et qu'on passe aux cones representatifs, le complement de Thyperplan a Tinfini 

= 0 dans P n est en correspondance biunivoque avec Thyperplan affine X 0 = 1 
de A n+1 (une droite passant par 0 correspondant a sa trace sur X Q = 1). L'injection 
{x lt ...,%)-> (1, x x> . . . , % n ) de A n dans P n est Tapplication composee de Tiso- 
morphisme (x l3 ...,%)-» (1, x lt . . . , %) de A n sur Thyperplan X 0 = 1, et de 
cette correspondance. 

§ 3 — Projections. 
1 — Projections dans Tespace affine. 

a) — Considerons deux espaces af fines A n (K), A m (K) et une application 
affine / du premier dans le second qui soit «definie sur k». Plus 
precisement, a tout point (%) de A n (K), f associe un point (y) de A m (K) 
dont les coordonnees sont donnees par des formules lineaires 

n 

i = l 

dont les coefficients a ij} b j sont dans k. Une telle application sera 
appelee une projection (definie sur k) de A n (K) dans A m (K). 

Au moyen d'un changement de coordonnees dans A m Ton peut supposer bj = 0. 
L'image f(A n ) est une variete lin^aire affine de A m , et Ton peut aussi supposer 
que / est une surjection. Un important cas particulier est celui ou les yj sont egaux 
a certains des x$. 

n 

La variete lineaire homogene D d'equations Z! a ji^i = ^ s'appelle 

i= 1 

la direction de la projection /. La donnee de D determine / a un change- 
ment de coordonnees pres, comme le montre TAlgebre lineaire. Intrin- 
sequement, projeter parallelement a D equivaut a passer a Tespace 
affine quotient de A n par la relation d'equivalence «x — x' est parallele 
a D». Si D est de dimension d, f(A n ) est de dimension n - d. 
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b) - Etant donne un ^-ensemble H dans A n (K), son image f(H) par 
la projection / n'est pas necessairement un ^-ensemble, comme le montre 
Texemple de Thyperbole X 1 X 2 — 1=0 dans A 2 (K) et de la projection 
(X lt X 2 ) -> X v Cependant cet exemple laisse prevoir que f(H) ne differe 
pas beaucoup d'un ^-ensemble. Plus precisement considerons T anneau 
de polynomes k[X lf . . . , X n ] et le sous anneau k[Y lt . . . , Y m ] ou 

n 

Y. = ft. + 2J a H X i i}) j) a H £ k) ; les Y j ne sont pas necessairement 

i = 1 

algebriquement independants sur k; mais Ton peut extraire de 
(Y v , , .;, Y m ) un systeme maximal de fonctions affinement independantes 
sur k\ celles-ci sont algebriquement independantes, et les autres en sont 
des fonctions lineaires; ainsi k[Y v . . . , Y m ] est essentiellement un 
anneau de polynomes; c'est d'ailleurs Tanneau de coordonnees de la 
variete lineaire f(A n ). Soit a l'ideal de H dans k[X] ; Tideal a' = a r\ k[Y] 
est egal a son radical, et est done Tideal d'un sous ^-ensemble note H' 
de f(A n ) (on notera que, si b est un ideal de k[X], on a R(br\k[Y]) 
= R(b) r\k[Y]). II est clair que tout point de f(H) est un zero de a', 
d'ou f(H)CH'. D'autre part, si les composantes de H sont notees V a , 
celles de H' sont parmi les (V a )'; en particulier, si H est irreductible, 
H' Test aussi. 

Nous allons maintenant demontrer que le complement ffl — f(H) 
est contenu dans un sous ensemble algebrique ftropre de H'. II suffit de 
demontrer ceci lorsque H est irreductible. Soit (x) un point generique 
de H, {%) le point f(x); c'est un point generique de H' . Pour qu'un 
point {y') de H' appartienne a f(H) il faut et il suffit qu'il existe un 
systeme d'elements (%') de K tel que (%', y') soit specialisation de 
(x, y) sur k. Or, d'apres le theoreme d'extension des specialisations, 
il existe un systeme d'elements (x") du corps projectif tel que 
[x" \ y') soit specialisation de (x, y) sur k (R, a.), et nous devons faire 
en sorte que les elements {x") soient tous finis. Pour cela considerons 
une base de transcendance, par exemple (x x , . . . , x Q ), de k(x) sur k(y), 
et, pour j > q, soit A j>n{j) x^ {j) + • • • + A j}1 x 5 + A j 0 = 0 le polynome 
minimal de x'j sur k(y, x^-^, les A$ ti etant des polynomes en 

y, x v . . . , Xj-. v Par recurrence sur / Ton peut supposer qu'il existe un 
sous ensemble algebrique propre Ej de H' tel que, pour tout (y') de 
H' — E j} il existe une specialisation finie (y' , X-^ } . . . , Xj — j ) de 
(y, Xj-j). Pour qu'une telle specialisation n'ait d'autre extension 

a (y, Xj- ly Xj) que (y f , x[, . . . , xj- lf oo), il faut et il suffit que 

Ton ait A$ >n (j) = • • • = A i%1 — 0. Ces equations definissent un ^-en- 
semble F de Tespace des variables (Y, X lf . . . , ^-i) dont la «projection» 
F' (au sens defini ci-dessus) sur Tespace des variables (Y) ne contient 
pas R' (puisqu'elle n'en contient aucun point generique). II nous suffira 
alors de prendre E j+1 = E s \j (F f r\ H'). D'ou H' — f(H) C E n + 1 ; c.q.f.d. 
Le ^-ensemble H' est appele, par abus de langage, la projection de H 
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par /• par contraste on dira que /(H) est la projection ensembliste de H. 
On n'otera que l'anneau de coordonnees de H' est un sous-anneau de 

celui de H. 1 , , [ „ 

c) - Supposons H irrdductible, et soit (*) un point genenque de H. 
Mors H' est irreductible (b)) et admet /(*) pour point generique. Le degre 
\k(x) • &(/(*))] est appele I'indice de projection de H sur H'. C'est 
essentiellement le «nombre de points » de H se projetant en un point 
generique de H'. Plus precisement, lorsque ce degre est fini, k(x) est 
algebrique sur k(f(x)) et ces points ne sont autres que les conjugues 
du point (x) sur k(f(x)); leur nombre est exactement \k(x) : k(f(x))\ 
lorsque k(x) est separable sur k(f(x)); sinon nous verrons plus tard 
(chap II) comment la theorie des multiplicites d'mtersection conduit 
a repeter chacun de ces conjugues un certain nombre de fois (nombre 
d'ailleurs puissance de la caracteristique de k) de facon a en obtemr 
\k(x) ■ k(f(x))l On remarquera que Ton a l'inegalite dim (/(H)) ^ dim (H). 

d) - Notons enfin que l'operation de projection est l'image geo- 
metrique de l'operation algebrique d' elimination. Considerons en effet 
un systeme d'equations F f (Y, T) = 0 en deux series de variables (Y), (T). 
Eliminer (T) entre ces equations c'est trouver les conditions necessaires 
et suffisantes que doit verifier le point (y) afin qu'il existe un point (t) 
tel que F{y t) = 0. Notons / la projection (Y, T) -> (Y), et H l'ensemble 
algebrique defini par les equations F^Y, T) = 0; les points (y) cherches 
sont ceux de f(H). Pour simplifier les choses, on oublie souvent que /(H) 
est distinct de H', et Ton considere qu'un systeme d'equations de H' 
fournit le «resultant» de l'elimination des variables (T) entre les 
equations F t (Y, T) = 0. Rappelons que, si les F t (X, T) forment un 
systeme d'equations du ^-ensemble H, c'est-a-dire si 1'ideal a de k[Y, 1 \ 
engendre par les F, est son propre radical, alors « eliminer les variables 
(T)» consiste a prendre un systeme de generateurs de 1'ideal OA*[Y] 
de H'. 

2 — Projections dans l'espace projectif. 

a) - Soient P n (K) et P m (K) deux espaces projectifs. Considerons 
une application projective / de P n (K) dans P m (K) qui soit defime sur k, 
c'est-a-dire telle qu'un systeme de coordonnees homogenes (y) du 
point f(x) soit donne par des formules lineaires a coefficients dans k: 

n 

v . = 2Ja jiXi (a fi <lk, 0<j^m). 
Comme dans le cas affine on peut, par changement de coordonnees, 
supposer les formes Y, = £ a it X t lineairement independantes. On pent 
aussi supposer que / applique P n sur P m . La variete lineaire D de P n 
ayant ( £ a ji X i = o) (0 ^ j H m) pour equations s'appelle le centre de 



; = o 
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la projection /. Notons que f(x) n'est pas defini quand (x) £ D. Ici 
encore D determine essentiellement la projection /; et celle-ci est essen- 
tiellement un « passage au quotient ». Si D est de dimension d } la 
dimension de f(P n ) est n - d - 1 (nombre d'equations de D moins 1). 
Pour un point (x) $ D, la variete lineaire de dimension d + 1 determinee 
par D et (x) s'appelle la projetante de (x). 

b) - Soit H un ^-ensemble de P n et soit a son ideal homogene dans 

n 

k[X]. Supposons, pour simplifier, les Y s =£ a a X i lineairement 

i = o 

independants ; alors k[Y] est un sous anneau de polynomes de k[X], 
L'ideal a' ' = a r\ k[Y] est egal a son radical, et est done Fideal d'un 
^-ensemble H' de P m . II est clair que f(H) C H'. Si les composantes de H 
sont'les (V a ), celles.de H' sont parmi les (V' a ). 

Nous allons montrer que, contrairement a ce qui se passe dans le 
cas affine, on a f(H) = H' dans un sens qui va etre precise. On peut 
se borner au cas ou H est irreductible. Si (x) est un systeme de coor- 
donnees strictement homogenes d'un point generique de H, alors 
(y) = f{x) est un systeme de coordonnees strictement homogenes d'un 
point generique de H\ Soit {y') } un point de W \ en etendant la spe- 
cialisation (y) -» (y') en une place h de k(x), en considerant la valuation 
associee a h, et en remplacant (x) par un systeme de quantites pro- 
portionnelles, on peut supposer que les quantites h{x z ) sont finies et 
non toutes nulles (cf. §2, n° 4); alors est un point de H pour 

n 

lequel il existe t dans K tel que tyj=2J H peut arriver que t 

i = 0 

soit nul, e'est-a-dire que (x f ) = (h{x^) soit un point du centre D de la 
projection /, auquel cas f(x') n'est pas defini. Cependant le fait que 
(x f , ty') soit une specialisation de (x, y) nous conduit a dire, par abus 
de langage, que.(y') est projection de (x f ) par /. 

La correspondance entre les points (x') de H r^\D et leurs «projections» depend 
essentiellement de H. Un tel point peut avoir plusieurs projections; on peut 
montrer que les projetantes correspondant a ces projections sont celles qui sont 
contenues dans le cone des tangentes (cf. chap. II, § 3) a if en (%'). II est done 
bon de n'employer l'egalite f(H) = H' qu'avec precaution. 

c) - Soient / une projection de P n , V une ^-variete de P n , (x) un 
systeme de coordonnees strictement homogenes d'un point generique P 
de V. Alors les degres \k(x) : k{f{x))\ et [k(P) : k(f(P)))} sont egaux 
puisque les corps figurant dans le premier sont extensions transcendantes 
simples, obtenues par adjonction d'un meme element (y 0 par exemple), 
de ceux figurant dans le second (§ 2, n° 2). On appelle ce degre Vindice 
de projection de V sur f(V). Lorsque cet indice de projection est infini, 
la ^-variete V a des points communs avec le centre D de /. En effet, 
soit (x) un systeme de coordonnees strictement homogenes d'un point 
generique de V; posons (y) = f(x); et supposons, par exemple, que % 

Ergebn. d. Mathem. N. F. H. 4, Samuel. 2 
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soit transcendant sur k(y). Etendons la specialisation (y) -> (0) en 
( y> # o ) _> (0, 1), puis en une place h da k(x) ; il existe (cf. § 2, n° 4) t dans 
i£tel que les h(tx z ) soient finis et non tous nuls; comme h(x 0 ) = 1, est 

fini. Mors (h(tx z )) est un point de 7, et, comme ^ = 

i — 0 

= *(*)*[ £ = 0, on a (*(**,)) 6 

\i = o / 

3 — Relations entre projections affines et projectives. 

Soit / une projection de A n dans A m definie par y, = b s -\-E^i x i 

(a H € ft). Identifions A n etA m avec les complements des hyperplans 
X 0 = 0, Y 0 - 0 dans P n et P m (§ 2, n° 6). Les formules 

n 

vo = *o. y< = & * *o + £ «/< *< (? = 1, . . . , «) 

i == 1 

definissent une projection / de P n dans P w telle que, pour tout point 
a distance finie Q de P tt , on ait /(<?) = /(0. Le centre de / est a Tinfini, 
et les projetantes de / ne sont autres que les varietes lineaires paralleles 
a la direction de /. La projection / est appelee V extension projective de /. 
Pour tout ^-ensemble H de A n> notons H la fermeture projective de H 
(§ 2, n° 6) ; alors f(H) est la fermeture projective de f(H). Si 7 est une 
^-variete de A n , les indices de projection de V par / et de V par / sont 
egaux. 

4 Forme geometrique du lemme de normalisation. 

a) - Dans tout ce n° nous supposerons que k est un corps infini. 
Notons d'abord le resultat suivant : etant donne un ^-ensemble H + P n 
de P n) il existe un hyperplan L n_1 * qui ne contient aucune composante 
C i de H (en effet les hyperplans qui contiennent C t torment, dans 
l'espace projectif dual de P n , un sous-ensemble algebrique propre). 
Par applications repetees on en deduit que, etant donnes un ^-ensemble 
H d et un entier q, il existe une variete lineaire L n ~« telle que toutes les 
composantes de L r\ H soient de dimension g d - q. 

Nous verrons plus loin que, si H est equidimensionnel (§ 1, n° 3, e) ), ces com- 
posantes sont, en fait, de dimension d — q (cf. § 5). 

En particulier il existe une L n ~ d telle que L n ~ d n # se reduise a un nombre 
fini de points, et une L^" 1 telle que L^" 1 r\H soit vide. 

b) - Considerons maintenant une ^-variete V d de P n , que nous 
supposerons non contenue dans l'hyperplan a I'infini X 0 = 0. En 

* Dans la notation V d {V designant un ^-ensemble), l'indice d designe la 
dimension de V; la phrase « considerons un ^-ensemble V d » veut dire « considerons 
un ^-ensemble V de dimension d». Nous noterons systematiquement L les varietes 
lineaires; et nous dirons «une L d » pour «une variete lineaire de dimension d». 
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appliquant ce qui precede a la trace de V sur cet hyperplan, on voit 
qu'il existe une variete lineaire D™-**- 1 a rinfini telle que DaK= 0. 

Soit (^X 0 = 0, Yj = 2J a jiXj = 0 (/= 1, . . . , d)j un systeme d'equations 

de D. Celui-ci definit une projection / de centre D de P n sur P d+1 
(n° 2, a)). Comme D r\ V est vide, / est partout definie sur V, et l'indice 
de projection de V sur f(V) est fini (n° 2, c)) ; ainsi f(V) est de dimension d, 
et c'est une hyper surf ace (definie par une seule equation; cf. § 1, n° 6) 
de P d+1 . Exprimons maintenant en termes d'ideaux le fait que D r\V 
est vide. Soit a Tideal homogene de V dans k[X]. Alors l'ideal 
3 = (a, Y l9 * . . , Y d , X 0 ) est impropre (§ 2, n° 3,b)); autrement dit tous 
les monomes (m s ) de degre q suffisamment grand en les X i sont dans 9 : 

d 

on a. m s = 2J A sj Y 3 - (mod. a), ou Ton pose Y 0 = X Q , et ou les A sj sont 

9 = 0 

des formes de degre q — 1. En passant a Tanneau de coordonnees affines 

n 

k[x v ..,.,#„] de F, en posant y s = a jQ + a ji x i (/ =!»••• i 

i = i 

et en notant 93) le ^-module des polynomes de degre ^ q — 1 eri les x if 
ceci implique que tout monome de degre ^ ^ en les x i est dans 
321 -f y 1 3It + • • * + y d yR', on en deduit par recurrence sur le degre que 
k[x] — • k[y], c'est-a-dire, puisque 92c est de dimension finie sur k, 
que k[x] est un module de type fini, et est done entier, sur k[y] (R. a.). 
On retrouve le lemme de normalisation de E. Noether. 

Remavques — 1) Une autre demonstration geometrique est la suivante: aucun 
point a rinfini de V n'a sa projection a distance finie, puisque D est a l'infini et 
queDr\V = Q; done toute extension (y, x) -> {y' t %') d'une specialisation finie 
(y) -> (y') sur k est finie; et ceci est une caracterisation des elements entiers (R,b). 

2) Dans le lemme de normalisation il est utile de montrer que, si k(x) est 
separable sur k, alors (y) peut etre choisi de sorte que k(x) soit algebrique separable 
sur k(y). Geometriquement ceci veut dire que les projetantes de V ne sont pas 
toutes tangentes a V (cf. chap. II). 

3) Un raisonnement analogue (ou les passage aux cones representatifs) montre 
que, si le centre de projection D ne rencontre pas V, Tanneau de coordonnees 
homogenes de V est entier sur celui de sa projection. 

§ 4 — Produits. 
1 — Produits d'ensembles algebriques affines. 

a) — Soient A n (K), A n '(K) deux espaces affines, H et H' des &-en- 
sembles dans A n et A n \ Le produit A n x A n ' est un espace affine 
A n+n . Nous allons montrer que Tensemble produit H x H' est un 
ensemble algebrique. Identifions en effet k[X v . . . , X n ] et k[X{, . . . , X' n >] 
a des sous-anneaux de k[X, X'], et considerons Tideal 9 = (a, a') 
engendre dans cet anneau par les ideaux a, a' de H, H'. II est clair 
que tout point de H x H' est un zero de 3, et que tout zero de 3 est 
un point de H x H' . Done H x H' est Tensemble algebrique F z (3). 

2* 
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b) - L'ideal 3 n est pas necessairement l'ideal de H x H f . En effet 
k[X,X']l3 est le produit tensoriel (sur k) de k[X]/a et de &[X']/a' 
et peut avoir des elements nilpotents en caracteristique p 4= 0; cependant 
ceci n'arrive pas en caracteristique 0 (considerer k[X]/a et k[X f ]/a f 
comme sous anneaux de produits finis d'anneaux d mtegrite, c.-a-d. de 
corps) (R. a.). D'autre part H et H' peuvent etre irreductibles sans 
que H x H' le soit (considerer a = (X 2 + 1), a' - (X' 2 + 1) sur le corps 
des reels; on a (X + X') (X - X') € 9). Nous yerrons comment ces 
difficulties disparaissent grace a la notion de variete (§ 7, n° 3). 

c) - Supposons H et H' irreductibles, et de dimensions d et d'. 
Les composantes de H x H' correspondent aux ideaux premiers 
minimaux % de k[X, (R.b.), qui est produit tensoriel des anneaux 
de coordonnees k[x] et de # et H\ Soient (y lf . . , , y d ) (resp. 
{y'i, • • • > yd')) des elements de k[x] (resp. AM)'" qui soient algebrique- 
ment independants sur k; alors B = A[y] ® est un sous anneau 
d'integrite de 4 = *[*] 0 *[*']■ Si K) ( res P- «f)) est une baS8 ( lin6aire ) 
de *(*) sur *(y) (resp. de sur %')) contenue dans k[x] (resp. 
fe|>']), on verifie aisement que les produits u { <8> sont lineairement 
independants sur 5. Si un element non nul b de B satisfait ak = 0 
avec a dans i,ona, par multiplication de a par un element convenable 
de la forme c ® c' (c € c' € *[/]), (c 8 C) a = E d u K ® ^ 



i,3 



(d iS Z B) ; d'ou 0 = 2" bd u K 0 ftf), i«, - 0, et (c g c> = 0; or les 

elements c et c' ne sont evidemment pas diviseurs de zero dans A; 
et ceci implique a = 0. Ainsi aucun element non nul de B n'est diviseur 
de zero dans A, et, comme se compose uniquement de diviseurs de 
zero (R,b.), on a^,nJ5= (0). Done il/Sp, contient un sous anneau 
isomorphe a l'anneau de polynomes B, et son degre de transcendance 
sur k est ^ d + i'. Comme celui ci est evidemment aussi <d + d f , 
nous concluons que toutes les composantes de H x H' sont de dimension 
d + d' . 

2 Produits d'ensembles algebriques projectifs. 

a) - Un point de P n {K) x P n <{K) peut etre repere par n + ri + 2 
coordonnees (*,) (i = 0, . . . , n), (*f) (j = 0, . . . , *'), deux tels systemes 
*'■)> (y*> reperant le meme point si et seulement s'll existe deux 
elements non nuls t, u de K tels que y^ ux if yj *= f x}. Un sous 
ensemble H d'un tel produit est dit algebrique s'il est l'ensemble des zeros 
d'une famille 5 de polynomes P(X, X') de k[X 0 , . . . , X ni X& . . . , 
qui sont homogenes a la fois par rapport aux variables X % et 
aux variables X/: P(uX, tX') = u'fi P(X, X') (cf. §2, n°4). La 
correspondance entre les ensembles algebriques (ou ^-ensembles) de 
P n x P n > et les ideaux bihomogenes de k[X f X'] a les proprietes usuelles 
(cf. §§ 1 et 2) ; ces ensembles sont dits biprojectifs. On definit, par exemple, 
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les ^-ensembles biprojectifs irreductibles (ou varietes biprojectives), 
et leurs points generiques. 

b) — Si H et H' sont des ^-ensembles de P n et P n >, d'ideaux a et 
a' dans k[X] et k[X'], l'ensemble produit H x H' est algebrique: 
c'est l'ensemble des zeros de l'ideal bihomogene de k[X, X'] engendre 
par a et a'. 

c) — On notera que, si Ton fait choix d'hyperplans a Finfini dans 
P n et P n > (par exemple X 0 = 0 et Xq = 0), l'espace affine produit 
A n x A n > s'identifie a un sous ensemble de P n x P n \ La correspondance 
entre les ^-ensembles af fines et leurs «fermetures biprojectives » a les 
proprietes usuelles (§2, n°6). Lorsque H et H' sont des ^-ensembles 
de A n et A n *, la fermeture biprojective de H x H' est egale au produit 
des fermetures projectives de H et H'. 

3 — La variete de Segre. 

a) — Nous cherchons a identifier l'espace biprojectif P n x P n * a un 
sous ensemble de quelqu'espace projectif P N . Nous dirons qu'une 
application h de P n x P n > dans P N est rationnelle s'il existe N + 1 poly- 
nomes h q sur k bihomogenes et de memes degres tels que, a tout point 
(%,%') de P n x P n ', A fasse correspondre le point a;')) de P^; 
on remarquera que ceci a un sens, car le point (h Q (x, %')) ne depend 
que des points {%) et (%'). Notons aussi que, si H est une variete 
biprojective, son image h(H) est une k- variete projective: si (x, %') est 
un point generique de H, (h Q (x, %')) est un point generique de h(H); 
par reunion finie on etend cette propriete aux ^-ensembles. En particulier 
h(P n x P n ) est une ^-variete de P N . 

b) — Lorsque les degres (a, a') des h q (x, x') par rapport aux x i et 
aux %j sont fixes, les ^-varietes h(P n x P n ) sont toutes projections de 
la meme variete M a > a,) (P n x PJ), pour laquelle les coordonnees du 
point U a,a,) (x, x') sont tous les produits d'un monome de degre a en les x i 

et d'un monome de degre a! en les x- ; on a alors N = y ^~ y J a j — 1. 

Lorsque a et a' sont >1, l'application h^ a,a,,) est biunivoque. Ainsi Ton 
peut dire que (P n x P n ') est un modele projectif de l'espace bi- 

projectif P n x P n ', et meme un modele universel puisque tout autre 
du meme type en est une projection. Les sous ^-ensembles et sous 
^-varietes d'un tel modele sont en correspondance biunivoque avec ceux 
de P n x P n >. 

c) — Lorsque a = a' — 1 , le modele universel est appele la variete 
de Segre, et se note S njn >\ il admet la « representation parametrique » 
z q == x t xj (q =s 0, . . . , N == (n + 1) {n* + 1) — 1). Les espaces coordon- 
nees P n x (#'), (#) x P n ', correspondent a deux families de sous varietes 
lineaires de S n deux varietes d'une meme famille n'ayant pas de 
point commun, et deux varietes de families distinctes ayant un point 
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commun et un seul. Pour n — n' — 1, la variete de Segre S hl est une 
quadrique (XT — YZ = 0) de Tespace ordinaire P 3 . Les coordonnees 
z if *= %iX- des points de la variete* de Segre S w y annulent les poly- 
nomes quadratiques {Z U Z^ — Z^Z^.); on demontre que ceux-ci 
forment ujn systeme de generateurs de Tideal de S n>n >. 

d) — Lorsque n — n', une import ante sous -variete de P n x P n est 
la diagonale A, ensemble des points (x, x). C'est evidemment une 
^-variete, birationnellement equivalente a P n . Son image dans 
U a>a) (P n x P n ) est «parametree» par les monomes de degre a + a' 
en les ^ (certains etant repetes). En ne prenant qu'un seul monome de 
chaque sorte, on obtient une projection de cette image, en correspondance 
biunivoque avec celle-ci et done avec P n : les coordonnees homogenes 

du point correspondant au point (x) de P n sont les a j monomes 

de degre a + a! en les x im La ^-variete en question ne depend que de 
Tentier r = a + a' (qui pr end toutes les valeurs ^2); on l'appelle le 
modele r-uple de P n ; F image canonique dans ce modele d'un ^-ensemble 
H de P n est appelee le modele r-uple de H et est notee H^y Quand H 
est une k- variete, est une variete birationnellement equivalente 
a H. Les sections de par les hyperplans de l'espace projectif ou 
elle est plongee correspondent aux sections de H par les hypersurfaces 
de degre r de P n . Le modele double de P n (de representation para- 
metrique [z is — x i x j ) pour 0 <^ i <: / n) s'appelle la variete de Veronese 
de dimension n. 

Toutes les correspondances birationnelles biunivoques rencontrees dans ce n° 
sont, en fait, biregulieres, comme on le voit aussitot (voir la definition de «bi- 
reguliere» au chap. II, § 1). 

§ 5 — Intersections d'ensembles algebriques. 

Nous avons vu (§1, n° 2 et § 2, n° 1) que Intersection V r\ W de 
deux ^-ensembles (af fines ou projectifs) est un ^-ensemble. Nous nous 
proposons d,e demontrer le resultat suivant : 

Theoreme — Soient V, W deux k-varietes de A n (ou P n ). Toute compo^ 
sante de V r\ W est de dimension au moms egale a dim (V) + dim (W) — n, 
Lorsque V et W sont des k-varietes projectives telles que 
dim(F) + dim(TF) - n ^ 0, alors V r\W nest pas vide. 

a) — La situation algebrique est la suivante dans le cas affine 
(situation analogue dans le cas projectif). Soient 5(F), 9 (W) les ideaux de 
V et W dans k[X]. L'intersection V r\ W est l'ensemble V K (3{V) + 9(TF)) ; 
ses composantes C i correspondent done aux ideaux premiers minimaux 
X>i de Tideal 9(F) -f 3(W) (R. a.), ou encore, dans Tanneau de coordonnees 
de V (resp. W), aux ideaux premiers minimaux de (9(F) + 9(TF))/9(F) 
(resp. 9(F) + §{W)/3(W)). La dimension de C i est le degre de trans- 
cendance sur k de Tanneau d'integrite k[X]lp i (resp. &M/p*/9(F), 
k[x] designant Tanneau de coordonnees de F). 
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b) — Nous demontrerons d'abord la premiere assertion du theoreme 
dans le cas ou V et W sont projectives, et ou W est un hyperplan. On petit 
supposer V&W, sinon cest trivial. Choisissons (§ 3, n° 4, a)) un hyper- 
plan a Finfini ne contenant aucune composante de V r\ W. Soit A = k[%] 
l'anneau de coordonnees affines de V, et soit u la classe dans A d'une 
equation de W. II existe (§3, n° 4,b)) d'{— dim(F)) combinaisons 
lineaires y ± = u, y 2 , . . . , y d des telles que A = k[x] soit entier sur 
A' = k[y], Soient p i les ideaux premiers minimaux de Au dans A 
(correspondant aux composantes Q de V r\W). Le radical 9t de ^4^ 
est f| Pi, et U (pJ9t) est l'ensemble des diviseurs de zero de A/Qt (R. b.). 
i i 

Notons d'abord que A' r\${ = A'u: en effet, si z est un element de A' 
tel que z q £ Au, alors est entier sur A' et on a 

(^) s + a s _ 1 (^) s ~ 1 ^ + • • • + a x z q u*- 1 + a 0 u s = 0 

avec a j £ A' ; ainsi 2 es est un multiple d'une des variables u de l'anneau 
de polynomes A'\ d'ou z £ A' u. Done A'jA'u est un sous-anneau de 4/91. 

Montrons maintenant qu'aucun element non nul de A'jA'u n'est 
diviseur de zero dans 4/9t Considerons un element <f de 4' tel que 
et un element a de A tel que d'a^-R, e'est-a-dire tel que 
(d'a) q € Au. En posant = e' et a q = b, ceci s'ecrit = (c £ 4). Les 
polynomes minimaux 6 s + 6 s - 1 + • • • + 6* = 0 et c s + c[ c*- 1 + • • • + c' 8 = 0 
de 5 et c sur ft(yj sont des equations de dependance integrate sur A' 
puisque A f est integralement clos (R. c.); leurs coefficients b-,c- sont 
(au signe pres) les fonctions symetriques element aires des conjugues 
de b, c sur k(y) (eventuellement repetes). De e'b = (e' t u £ A') Ton 
deduit done e' j b- = m^c/, ce qui implique, comme e' n'est pas multiple 
de u dans A', que Ton a b- = u j b" avec 6 ; " dans A'. Par consequent 
Ton & b s eAu, d'ou a S(Z £Au, et a € 91. Notre assertion est demontree. 

Considerons enfin p^ni'. Comme cet ideal se compose de diviseurs 
de zero mod. % on a p*n^4' = A'u, et A'jA'u est un sous-anneau de 
4/p f , sur lequel A/p i est entier. Comme A'jA'u est de degre de trans- 
cendance d - 1 sur k, il en est de meme de 4/p,-. Par consequent Ton a 
dim (C<) = d - 1 = dim (V) + dim (TF) - n, 

Remarques — 1) La demonstration qui vient d'etre faite suppose que le corps 
de base k est infini. On peut se debarasser de cette hypothese par extension trans-, 
cendante simple de k. La theorie de telles extensions du corps de base est tres 
aisee (bien plus que celle donnee au § 7). 

2) La demonstration qui vient d'etre faite est essentiellement un cas particulier 
du « going down theorem)) de Cohen et Seidenberg. D'ailleurs le fait que tout 
ideal premier minimal Pi de A u se « contracted en A'u dans A' est une consequence 
facile de ce « going down theorem)). , ■ 

c) — Par fermeture projective (§2, n° 6) on deduit de ceci que la 
formule dim(Q) ^ dim(V). + dim(W) - n = dim(F) - 1 est vraie dans 
le cas affine, lorsque W est un hyperplan. Lorsque W est une variet6^ 
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lineaire L n ~ r , c'est une intersection de r hyperplans, et l'inegalite pre- 
cedente donne aussitot dim(Q ^ dim (7) -r = dim (7) + dim(JF) - » 
par recurrence sur r. 

d) - Passons maintenant k deux &-varietes quelconques V, W'de A n . 
Introduisons leur produit 7 x W et la diagonale Zl de A n x ^4 n . La 
projection de A sur le premier facteur, qui est birationnelle et biunivoque, 
fait correspondre les composantes C t de V r\ W a celles de (7 x 17) r^, 
avec conservation des dimensions. Or 7 x 17 a toutes ses composantes 
de dimension dim (7) + dim{W) (§4, n° l,c)), et A est une variete 
lineaire de dimension n. Le resultat precedent donne alors 
dim(Q ^ dim (7) 4- dim (17) - n, c'est a dire la formule cherchee 
dans le cas affine. 

e) - Traitons enfin le cas de deux A-varietes projectives 7, W. 
Introduisons leurs cones representatifs V, W dans A n+1 (§2, n° 1). 
Les composantes C i de V r\W ont pour cones representatifs les 
composantes Cj de V r\W. Le cas precedent donne alors 

dim(Q + l = dim(q)^ 

dim (7') + dim (IT) - (n + 1) = dim (7) + dim (W) - » + 1 , 
ce qui est l'inegalite cherchee. D'autre part, si dim (7) + dim(T7) - n 
est ^ 0, on a dim (V) + dim (17') - (n + 1) ^ 1, et les composantes de 
V r\ W (qui existent puisque V et W ont au moins 1'origine en commun) 
sont des cones non reduits al'origine; alors 7 r\ W =#0, ce qui demontre 
notre seconde assertion. 

On notera que, dans le cas affine, V r\W peut etre vide meme si 
dim(F) + dim(PP) — n 2* 0 (droites paralleles dans le plan). 
Donnons maintenant deux resultats utiles : 

f) _ Par recurrence Ton voit que, si V lt . . . , V g sont des ^-ensembles 
(af fines ou projectifs), les composantes C< de f| 7,- satisfont a 

9 

dim(Q) dim (7,.) - {q-l)n. De plus si, dans le cas projectif, 

le second membre est > 0, f| V 5 nest pas vide. En particulier, pour 

o 

q<n, q formes a n + 1 variables sur k ont toujours un zero commun 
non trivial (c.-a-d. 4= (0, ... , 0)) dans K. D'autre part, dans A n , l'inter- 
section de q hypersurfaces est vide ou de dimension ^n- q; autrement 
dit, si un ideal a de k[X v .\. $ X n ] est engendre par q polynomes, 
V K (a) est vide ou de dimension ^ n - q. 

g) - Soient V r et 17 s deux &-varietes (affines ou projectives) telles 
que 7 C W et que 7 =4= W (c.-a-d. r < s). Dans l'anneau de coordonnees 
A de W, prenons un element u=^0 contenu dans l'ideal de 7; soient 
U(X) un polyndme ayant u pour image canonique dans A, et H l'hyper- 
surface definie par U(X) = 0. Les composantes de H r\ W contiennent 
toutes 7, et, comme elles sont distinctes de W (u 4-0); elles sont toutes 
de dimension dim (W) - 1 = s - 1 . Soit W t Tune d'elles. Par applications 
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repetees on obtient une suite strictement decroissante W 0 = W, W 1} . . . , 
W s - r = V de &-varietes de dimensions s, s —1, . . . ,r joignant W a V 
(ou encore une suite strictement croissante de s — r + 1 ideaux premiers 
de k[X] joignant 3 k (W) a 9,(7)). 

§ 6 — Normalisation. 

a) — On dit qu'une &-variete de l'espace affine (resp. projectif) est 
affinement (resp. projectivement) normale sur k si son anneau de coor- 
donnees affines (resp. homogenes) est integralement clos. Notons que, 
pour qu'une &-variete projective soit projectivement normale, il faut 
et il suffit que son cone represent atif (§2, n° 1) soit affinement normal. 
La fermeture projective d'une &-variete affinement normale n'est pas 
necessairement projectivement normale (exemple de la courbe plane 
XY 2 — 1 =0). Par contre une &-variete projectivement normale est 
affinement normale pour tout choix de l'hyperplan a Tinfini: en effet 
si A designe 1'anneau de coordonnees affines klyJyQ, . . . , y n ly 0 ], A[y 0 ] 
est T anneau de fractions de 1' anneau de coordonnees homogenes 
B = k[yo> • . • j y J relatif au systeme multiplicativement stable M des 
puissances de y 0 ; or cet anneau B M = A[y 0 ] est integralement clos 
(R. a.), done aussi A (R. b.). Un exemple simple de courbe plane 
affinement normale est le suivant: une courbe dont le point generique 
(x, y) satisfait a y 2 = P(x), ou P est un polynome irreductible sur k 
(verification elementaire analogue a la determination des entiers d'un 
corps quadratique) . 

b) — Etant donnee une ^-variete affine V, on appelle modele normal 
de V toute &-variete affine V° dont Y anneau de coordonnees affines est 
Msomorphe a la cloture integrale de celui de V. L'existence de V° 
resulte aussitot de ce que la cloture integrale de 1'anneau d'integrite 
fini k[x] (qui est 1'anneau de coordonnees affines de V) est un anneau 
d'integrite fini k[y] (R. c.) : on prend pour V° le lieu de (y), ou de (x, y) 
car k[y] = k[x, y] } sur k; dans le second cas V est une projection de V°. 
Par definition tout modele normal de V est birationnellement equi- 
valent a V. 

c) — La situation est moins simple dans le cas projectif. La cloture 
integrale A' de Fanneau de coordonnees homogenes A — k[x] de 
la &-variete V est, en tous cas, un domaine d'integrite fini 
A f =s k[y 0 , . . . , y q ] (R. c). Nous allons d'abord montrer que e'est 
un anneau gradue (par un degre prolongeant celui de A). Soit, en 
effet, u = (a 0 '+ • • • -f a n ) / (b 0 -f • • • 4- b q ) un element de A', a t et b t 
designant des elements homogenes et de degre i de A. Introduisons 
une indeterminee T. En ecrivant que u est entier sur A, on voit que 
l'element (a 0 + • • • + a n T n ) \ (b 0 + • • • + b Q T*) est entier sur A[T], 
done sur k(x) [T] ; e'est done un element de k(x) [T] (R. d.) ; en particulier 
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on. a q, et cet element s'ecrit r 0 + '• • • + r n - q T n ~ q avec r^i k(x); 
et Ton constate que r i est un element homogene de degre i de k(x), 
c'est-a-dire un quotient d'elements homogenes de degres s + i et s de 
A = k[x]. Ainsi, en faisant T — 1, onaw = f 0 +'" + Comme ^ 
admet un denominateur homogene, le fait que A' est un ^4-module de 
type fini montre que les elements de A' admettent un denominateur 
commun homogene d £ A . En appliquant ceci aux puissances w s , • on 
voit, en ecrivant u = (ljd) (a t + a t+1 + • • • + a v ) [a t homogene de degre 
i dans A, a t et a v 4= 0), que (a t + • • • 4 a, y ) s 6 done, par homo- 

geneite, (a t ) s est multiple de d s_1 , ce qui montre que les puissances de 
(a t jd) ont d pour denominateur commun, et done que \a t \d) est entier 
sur A puisque A est noetherien (R. e.). Par apphcations repetees il 
s'ensuit que les composantes homogenes de u sont toutes entieres sur A. 
Ceci demontre notre assertion que A' est un anneau gradue. Nous 
pouvons supposer que ses generateurs y j sont homogenes (leurs degres 
etant evidemment positifs). 

Mais il ne resulte pas de ceci que k[y] soit un anneau de coordonnees 
homogenes. D'abord Tensemble des elements de degre 0 de k[y] peut 
etre distinct de k; e'est d'ailleurs la fermeture algebrique de k dans k(x) ; 
et ce corps est egal a k lorsque k est algebriquement ferme dans k(x) 
(e'est le cas lorsque V est une variete; cf. § 7). 

D'autre part k[y], bien qu'engendre par des elements homogenes* 
n'est pas necessairement engendre par des elements homogenes et de 
degre un. On peut cependant affirmer qu'il existe un entier h tel que 
tous les monomes en les y j dont le degre (pour la graduation de A') 
est multiple de h sont des produits de monomes en les y a - de degre h. 
La demonstration de ceci est de la pure arithmetique elementaire. 
Notons dj le degre de y$. II va nous suffire de montrer Texistence d'un 
entier h tel que, pour tout systeme d'entiers {n 3 ) tel que n 3 - d s > 2h f 

il existe un systeme d'entiers (nf) tels que n- <^ nj et que JT ri- dj= h. 

i 

Pour cela on procede par recurrence sur le nombre q des y p le cas q =1 
etant trivial (avec h = d 1 ). Soit h! un entier tel que, si m 2 d 2 + • • • + m q d q § 
^ 2h', alors il existe des ml <^ m i tels que m^d 2 + . • • • + m' q d Q = h f ; 
comme on peut remplacer h! par un multiple, supposons W multiple de d v 
soit h' = d x h" . Prenons pour h un multiple h'u de h\ Soient n j des entiers 
tels que n x d x + • • • + n q d q ^ 2h et soit s le quotient euclidien de 
n 2 d 2 + • • • + n q d q par h' . Par applications repetees de Thypothese 
de recurrence, il existe n' 2> . . . , n' q tels que n\ ^ n i et que 
nld 2 + • • '• -f n' q d q = (s — l)h'. On a alors n x d x ^ h'(2u — s — 1), et, 
si u ^ 2, on peut choisir n[ = (u — s -j- l)A r '. En effet on a d'une part 
w( ^ % (car h' = d x h"), et de Tautre 

»i ^ + ^2^2 + h ^ i Q = .(w - 5 + 1) h! + (s - 1)A' = uh' = A . c.q.f.d. 
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Considerons alors Fanneau A° engendre sur k par les monomes (u s ) 
en les y i qui sont de degre h (pour la graduation de A'). Lorsque k 
est algebriquement ferme dans k(x), A° est integralement clos, ce que 
nous supposerons (sinon il ne differe de sa cloture integrale que par des 
elements de degre 0, et le conducteur (R. f.) de celle-ci est Fideal des 
Elements de degre >0). Alors A° est Fanneau de coordonnees homo- 
genes d'une &-variete V° (lieu de (u s ) sur k), et est la cloture integrale 
de Fanneau engendre par les monomes (v t ) de degre h en les x t . Done 
V° est un modele normal (au sens projectif) du lieu de (v t ) sur k, e'est- 
a-dire du modele ■ h-uple V( h ) de V (§4, n°3,e)). Ainsi,. quoique V 
n'admette pas toujours de modele normal au sens strict, la &-varie>te V,( h ) 
qui n'en differe pas essentiellement en admet un, soit V°. On dira 
que V° est un modele normal (projectif) de V, Ici encore on peut choisir 
V° de sorte que V( h ) en soit une projection; d'ailleurs Tapplication de 
V( h ) sur V peut etre aussi regardee comme une projection (parmi les 
monomes de degre h, considerer ceux qui sont multiples d'un meme 
monome de degre h — 1). 

d) — Donnons enfin une caracterisation geometrique des varices 
projectivement normales. Soient V une &-variete projective et V une 
projection de V telle que le centre D de projection ne rencontre pas V 
et que V soit en correspondance birationnelle avec V par cette pro- 
jection (nous verrons plus tard que ces conditions expriment que V a 
meme dimension et meme degre que V). Alors (§ 3, n° 4, remarque 3) 
l'anneau de coordonnees homogenes A' de V est entier sur celui A = k[x] 
de V, et ces anneaux ont meme corps des fractions. Done, si V est 
projectivement normale, on a A=A ', et V et V ne different Tune 
de Tautre que par une transformation projective inversible. Done, 
lorsque V est projectivement normale, totite V( h ) Test aussi, et V 
satisfait la propriete suivante: 

(Pr) Ni Vy.ni aucun modele h-uple V( h ) de V nest projection non 
triviale d'une k-variete de meme dimension et meme degre. 

Reciproquement, si V n'est pas projectivement normale (et si k 
est algebriquement ferme dans k(x)) f il existe un entier h > 0 et un 
element u de degre h de k(x), non contenu dans k\x] et entier sur ' : k[x]. 
Alors le lieu du point (u, m^x)) (mf. monomes de degre h) admet V( h ) 
pour projection non triviale, et ne rencontre pas le centre de projection 
(d'apres la caracterisation des elements entiers par finitude des spe- 
cialisations (R. g.)); de plus cette projection est birationnelle. Done, 
si k est algebriquement ferme dans k(x), la propriete (Pr) caracterise 
les ^-varietes projectivement normales. 

II nous sera plus tard facile de voir que cette caracterisation equivaut a la 
suivante: pour tout h.^> 1, le systeme lineaire decoupe sur V par les hypersurfaces 
de degre h est complet (cf. § 4, n° 3,d). 
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§ 7 — Extension du corps de base. Varietes. 

Nous avons, jusqu'ici, maintenu fixe le corps de base k, et ceci a 
entraine des inconvenients du genre suivant : une variete lineaire de 
P n {K) ou A n {K) n'a pu etre consideree comme un ensemble algebrique 
que si elle est definie par un systeme d'equations lineaires a coefficients 
dans k; par exemple nous ne pouvons faire tine projection a partir 
d'un point (x) que si les coordonnees de ce point sont dans k; nous ne 
pouvons pas non plus, en general, considerer la projetante d'un point, 
ni la verticale d'un point du premier facteur d'un produit, comme des 
ensembles algebriques, et leur appliquer, par exemple, le theoreme sur 
les dimensions d'intersections. On pourrait obvier a cet inconvenient 
en prenant k = K; mais ceci nous ferait renoncer a l'outil techniquement 
si commode qu'est la notion de point generique; d'autre part et surtout, 
une telle decision nous forcerait a nous borner a des corps de base 
algebriquement clos, fermant ainsi la porte, non seulement aux appli- 
cations arithmetiques, mais aussi a la feconde methode de Picard*. 
Nous devons done etre capables d'agrandir a volonte le corps de base, 
tout en etant capables, a chaque instant de la demonstration, de preciser 
le corps de base alors choisi. Nous supposerons ici que K est un domaine 
universel pour k (§ 1, n° 4,c)). 

1 — Extensions regulieres et varietes. 

a) - Soit V une /e-variete de A n (K), et soit p = d k (V) son ideal 
premier. Considerons un corps k' intermediate entre k et K. II est 
clair que V est un ensemble algebrique sur k', que son ideal 3 fc '(F) 
contient l'ideal pk'[X] engendre par p, et que tout element de 3 fc '(F) 
a une puissance dans pk'[X] (d'apres le theoreme des zeros; § 1, n° 4, a. 
(T)). Les questions suivantes se posent: 

1) 3 fc /(F) est il premier? C'est-a-dire, V reste-t'elle irreductible 
sur k r ? Nous dirons que V est une variete absolue (ou une variete 
lorsqu'aucune confusion n'est a craindre) lorsque V reste irre- 
ductible sur toute extension k' de k. Et nous verrons dans le n° 
suivant une condition pour qu'il en soit ainsi. 

2) A-t'onpA'[X] = S jb '(F)? 

3) L'ideal pk'[X] est-il premier? 

L'exemple des points +iet— i sur le corps reel montre que la reponse 
a 1) n'est pas toujours positive. On construit facilement un contre- 
exemple a .2) en caracteristique f-¥0] par contre la reponse est affir- 

* Cette methode consiste essentiellement a considerer le corps k(x) des fonctions 
rationnelles sur une variete V comme une extension de degre de transcendance 1 
d'un sous corps K; en termes geometriques on « fibre » V par un systeme algebrique 
de courbes (qui sont souvent les sections de V par des varietes lindanes con venables) , 
et Ton etudie la «courbe generique » de ce systeme (qui est le lieu de (x) sur K). 
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mative en caracteristique 0 (noter que k'[X]lpk'[X], algebre obtenue 
a partir de k[X]/p par extension separable du corps de base, n'a pas 
d'elements nilpotents (R. a.)). Comme une reponse affirmative a 3) 
entraine des reponses affirmatives a 1) et 2), nous nous occuperons 
d'abord de 3), c'est-a-dire de delimiter le cas ou les choses se passent au 
mieux, 

b)-Posons k[X]fr = k[v]. Mors k'[X]lpk'[X] est l'algebre 
etendue [k[v]) k ', et nous avons a chercher quand celle-ci est un anneau 
d'integrite. D'apres 1' Algebre lineaire, ceci veut dire qu'il existe un 
anneau d'integrite k'[v] dont k[v] et k' soient des sous algebres lineaire- 
ment disjointes sur k, ou encore qu'il existe un corps k'(v) tel que les 
corps k' et k(v) soient lineairement disjoints sur k. Cherchons a quelle 
condition il en est ainsi pour tout k'. En notant (x) un point generique 
de V sur k, on voit aussitot que, pour cela, il faut et il suffit que 
k(x) soit lineairement disjointe (sur k) de toute extension dont 
elle est algebriquement disjointe. Ceci entraine que k(x) est line- 
airement disjointe de la cloture algebrique k de k, ce qui, a son 
tour, implique: 

1) k(x) r\k — k, c'est-a-dire que k est algebriquement ferme dans k(x). 

2) k(x) et k p ~°° (p: exposant caracteristique de k) sont lineairement 
disjoints sur k, c'est-a-dire que k(x) est separable sur k. 

Nous allons maintenant montrer que ces deux conditions sont 
suffisantes, c'est-a-dire que, lorsque 1) et 2) sont vraies, et si k(x) et k' 
sont algebriquement disjointes sur k, alors ce sont des extensions 
lineairement disjointes de k. Comme on peut toujours remplacer k' 
par une extension algebrique, la transitivite de la disjonction lineaire 
(R. b.) et la separabilite de k(x) montrent que Ton peut remplacer k 
par kv~°° , c'est a dire supposer k parfait. Le caractere fini de la notion 
de disjonction lineaire montre qu'on peut supposer que k' est extension 
de type fini de k. II existe alors une base de transcendance separante (b) 
de k' sur k. Comme k(x) et k(b) sont lineairement disjointes sur k (elles 
sont algebriquement disjointes, et k(b) est transcendante pure), la 
transitivite de la disjonction lineaire montre qu'il suffit de prouver que 
k(b, x) et k' sont lineairement disjointes sur k(b). Or un lemme de 
Zariski (R. c.) montre que k(b) est algebriquement ferme dans k(b, x). 
Et, comme k' est separable sur k(b), e'en est une extension monogene 
k(b, u). Les conjugues de u sur k(b, x) etant parmi les conjugues de u 
sur k(b), les coefficients du polynome minimal de u sur k(b, x) sont 
algebriques sur k(b), done elements de k(b) (car k(b) est algebriquement 
ferme dans k{b, x))\ ainsi u a meme degre sur k(b) et sur k(b, x), ce qui 
demontre que k(b, x) et k' = k(b, u) sont lineairement disjointes sur k(b). 
Nous avons done montre la suffisance des conditions 1) et 2). Une 
extension satisfaisant aux conditions 1) et 2) est dite reguliere. Notons 
qu'une sous extension d'une extension reguliere est reguliere. 
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Nous avons done demontre les resultats suivants: 

Theoreme - Soient V une k-variete et (x) un point generique de V sur ft. 

1) Si k(x) est extension reguliere de ft, alors, four tout sur corps ft' 
de ft, V ideal 3 fc (7) ft' [X] est un ideal premier et est V ideal de V sur ft. 
Ainsi V est une variete absolue. 

2) Si (y) est un point generique de V sur ft', alors ft'(y) est extension 
reguliere de k r . __ 

3) Pour que k(x) soit extension reguliere de ft, il suffit que 3 k (V)k[X] 

soit premier. 

Etant donnee une variete absolue V, un corps ft qui satisfait aux 
conditions du theoreme precedent s'appelle un corps de definition de V. 
Toute variete absolue V admet un corps de definition, ne serait-ce que 
la cloture algebrique de ft, ft etant tel que V soit une ft-variete. D'autre 
part tout surcorps d'un corps de definition de V est un corps de de- 
finition de V. D'apres 1) la notion de sysieme d' equations de V a une 
signification intrinseque, independante du corps de definition choisi. 
Comme V admet un systeme fini d'equations, elle admet un corps de 
definition qui est une extension de type fini du corps premier (par 
exemple obtenue en adjoignant a celui-ci les coefficients des equations 
de V). Done, etant donne un nombre fini de varietes, il existe un corps 
de definition commun a celles-ci sur lequel le domaine universel K est 
de degre de transcendance infini; ainsi les resultats demontres jusquici, 
par exemple le theoreme sur les dimensions ^intersections, s'appliquent 
aux varietes absolues sans qu'il soit besoin de preciser leurs corps de 
definition: on remarquera en effet que la notion de dimension d'une 
variete absolue est independante du corps de definition choisi. Enfin, 
etant donnee une variete (absolue) Y, l'Algebre lineaire montre 
l'existence d'un plus petit corps de definition de V; on le note def(F). 
Une variete qui admet le corps premier pour corps de definition est dite 
universelle; il en est ainsi de la diagonale de A n x A n . Une variete 
absolue de dimension 0 est reduite a un point. 

c) - Dans le cas projectif on dit qu'une ft-variete V est une variete 
absolue (ou une variete lorsqu'aucune confusion n'est a craindre) si son 
cone representatif est une variete absolue, et on dit que ft est un corps 
de definition de V si e'est un corps de definition du cone representatif 
de V, e'est-a-dire si k{x) est une extension reguliere de ft, [x) designant 
un systeme de coordonnees strictement homogenes d ; un point generique 
de V sur ft. Pour cela il faut et il suffit que le corps des fonctions 
rationnelles sur V (§2, n°2,a)) soit extension reguliere de ft. La 
correspondance entre ft-varietes affines et projectives (§ 2, n° 6) montre 
qu'une ft-variete affine est une variete absolue en meme temps que sa 
fermeture projective. L'extension de la notion de variete absolue et 
de celle de corps de definition aux espaces multiprojectifs ne presente 
pas plus de difficulte. 
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d) — Notons que les varietes lineaires (ou, plus generalement, 
rationnelles et unirationnelles (§ 1, n° 3,e))), dont les corps de fonctions 
rationnelles sont des extensions transcendantes pures de k (ou des sous- 
extensions de telles extensions), sont des varietes absolues. II en est 
ainsi des varietes de Segre, de Veronese, et de leurs generalisations; 
en etendant la notion de variete universelle au cas projectif, ces dernieres 
sont meme des varietes universelles. 

e) — Etant donnee une variete absolue V (affine ou projective), il 
existe, pour chaque corps de definition k de V, un anneau de coordonnees 
(affines ou homogenes) de V sur k et un corps de fonctions rationnelles 
sur V definies sur k. Si k' est un surcorps de k, l'anneau de coordonnees 
de V sur k' s'obtient a partir de l'anneau de coordonnees de V sur k 
par extension du corps de base. En prenant k' = K on obtient l'anneau 
de coordonnees et le corps des fonctions rationnelles absolus de V \ 
naturellement ceux-ci ne peuvent pas etre plonges dans K. 

2 — Decomposition d'une fc-variete. Condition d'irreductibilite absolue. 

a) — Nous reprenons le probleme general pose au debut du n° 
precedent. Soit V une variete, et soit p son ideal premier; notons 
k[v] l'anneau de coordonnees k[X]/p. Si k' est un surcorps de k, les 
composantes de V sur k' correspondent aux ideaux premiers minimaux 
de pk'[X] dans k'[X], ou, ce qui revient au meme, aux ideaux premiers 
minimaux de Talgebre etendue (k[v]) k >, ou encore a ceux de (k(v)) k >. 
Un raisonnement analogue (en plus simple) a celui fait au §4, n° l,c) 
montre que toutes ces composantes ont meme dimension que V. Une 
nouvelle extension du corps de base peut encore decomposer ces compo- 
santes. Cependant, si k' est algebriquement clos, le theoreme du n° l,b) 
montre que les composantes de V sur k' sont des varietes absolues, et 
admettent k' pour corps de definition. II suffira done de prendre pour 
k' la cloture algebrique de k; les composantes obtenues sont alors des 
varietes absolues; on les appelle les composantes absolues de V; d'apres 
le n° l,c) elles admettent pour corps de definition commun une extension 
algebrique finie convenable de k. 

b) — Plus generalement, etant donne un ensemble H normalement 
algebrique sur k, nous aurons a distinguer ses composantes sur k et ses 
composantes absolues, e'est-a-dire les composantes de H considere comme 
ensemble algebrique sur la cloture algebrique k de k. Desormais nous 
entendrons, par « composantes de H», les composantes absolues de H. 
Ce sont des varietes absolues, definies sur une extension algebrique 
finie convenable de k. Lorsque C est une composante de H et que s est 
un &-automorphisme de K, toute transformee s(C) est une composante de 
H; on dit que s(C) est une variete conjuguee de C sur k; precisons que les 
points de s(C) sont de la forme (s(x 1 ), . . . , s(x n )) ou (x lf . . . , x n ) par- 
court C; un systeme d'equations de s(C) s'obtient en appliquant s aux 
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coefficients des equations d'un systeme d'equations de C. Notons enfm 
que si H est une ft-variete, ses composantes (absolues) sont toutes con- 
juguees les unes des autres sur ft (appliquer un raisonnement de theorie 
de Galois a la reunion d'une composante de H et de ses conjuguees). 

c) - Donnons enfin une condition pour qu'une ft-variete V soit une 
variete absolue (ou, comme on dit souvent, soit absolument irreductible). 
Avec les notations employees jusqu'ici nous avons, dans le n° precedent, 
etudie une propriete plus forte que celle d'irreductibilite absolue de V, 
a savoir que l'ideal pft'[X] est premier, tandis que l'irreductibilite 
absolue de V equivaut au fait que le radical de pk'[X] est premier pour 
tout ft'. On voit aisement qu'une condition equivalente est que, dans 
l'algebre etendue (A(«))jf> tout diviseur de zero est nilpotent (c.-a-d. que 
celle-ci est une algebre primaire). Si k(v) contient un element u*k 
separablement algebrique sur ft, et si ft' contient un sous corps ft-iso- 
morphe a k(u), alors (k{v)) h > contient des diviseurs de zero non mlpotents 
puisqu'il contient le produit tensoriel k{u)®k(u) (R. a.); alors V 
n'est pas une variete absolue. Reciproquement supposons que tout 
element de k[v) qui est algebrique sur ft soit /.-radiciel sur k {f. 
exposant caracteristique de k). Alors tout diviseur de zero de 
k(v) ® kv~°° est nilpotent; en effet un tel element est de la forme 
Z Si (v) ® r, (avec € k(v) et r, € k»-°°), et il suffit d'elever la relation 

aa' = (Z sM ® r,\ (£ s/(v) ® rfj a une puissance convenable de fi pour 

voir que a ou a'' est nilpotent; ceci montre que le radical de 
pkv~°°[X] est premier. L'hypothese faite montre alors que k» 00 est 
algebriquement ferme dans le corps F des fonctions rationnelles sur 
V definies sur ft"" 00 (qui est le quotient de *(») ® A" °° par son unique 
ideal premier). Comme F est separable sur °°, qui est un corps parfait, 
le theoreme du n° l,b) montre que V est irreductible sur tout surcorps 
de Alors V est aussi irreductible sur tout surcorps de k. Done: 

Theoreme - Pour qu'une k-variete V soit une variete absolue, il faui 
et il suffit que tout eUment Au corps des fonctions rationnelles sur V definies 
sur k soit, ou transcendant, ou p-radiciel sur k. 

3 Projections et produits de varietes. 

Desormais lorsqu'ilseraquestiondevarietes,nousnousplaceronssurun 

corps de definition k de celles-ci ; la phrase «soit V une variete defime sur k » 
voudradire«soientFunevariete(absolue)etfeuncorpsdedefimtiondeF». 

a) - Une sous extension d'une extension reguliere etant reguliere, 
toute projection d'une variete est une variete. 

b) - Considerons deux varietes affines V et V definies sur k. Nous 
dirons que deux points generiques (*) et (*') de V et V sur k sont 
independants si k(x) et k(x') sont algebriquement disjoints sur ft; il en 
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existe toujours (R. a.). Mors k(x) et k(x'), ainsi que k[x] et k[x'], sont 
lineairement disjoints sur k (n° l,b)), ce qui montre que l'ideal 3 de 
k[X, X'] engendre par les ideaux de V et V (cf. § 4, n° 1) est premier; 
done V x V est une k-variete, lieu du point (x, %') sur k, et son ideal 9 
dans k[X, X'] est engendre par les ideaux de V dans k[X] et de V dans 
k[X'] (ceci suppose seulement que Vune des ^-varietes V, V est une 
variete absolue et admet k pour corps de definition). D'autre part, 
comme k(x, x') est extension reguliere de k(x) (n° l,b), assertion 2) 
du th.), la transitivite des notions de separabilite et de fermeture 
algebrique montre que k(x, %') est extension reguliere de k\ autrement 
dit V x V est une variete (absolue) definie sur k. Par fermetures pro- 
jective et biprojective, et choix convenable des hyperplans a rinfini, 
ces resultats s'etendent aussitot au cas des varietes projectives. 

4 — Comportement des varietes normales par changement de corps de base. 

La normalite d'une variete projective etant equivalente a celle de 
son cone representatif, nous nous bornerons au cas affine. 

a) - Soient V une variete affine definie sur k, (x) un point generique 
de V sur k. Dire que V est (affinement) normale sur k veut dire que 
k[x] est un anneau integralement clos. Si k' est un corps de definition 
de V contenu dans k, alors (x) est point generique de V sur k', et, comme 
k'[x] = k'{x) r\ k[x] (demonstration facile par disjonction lineaire), k'[x] 
est un anneau integralement clos. Autrement dit V est normale sur k'. 

b) — Considerons maintenant un surcorps k' de k, et prenons pour 
(x) un point generique de V sur k f (et done sur k). Supposons V normale 
sur k. La normalite de V est conservee par passage de k a k' dans les 
deux cas suivants : 

1) k' est extension transcendante simple k' == k(t) de k. En effet 
k[x, t] est integralement clos (R. a.), et done aussi k(t) \x~\ qui en 
est un anneau de fractions k[x, t] s , S designant Tensemble des 
elements non nuls de k[t] (R. b.). 

2) k' est extension algebrique separable finie de k. Soit en effet a 
un element de k'(x) entier sur k'[x], et notons s^a) ses conjugues 
sur k(x). Comme k(x) et k' sont lineairement disjoints sur k les 
«conjuguees sur k[x]» d'une equation de dependance integrale 
de a sur k'[x] sont des equations de dependance integrale des 
s^a) sur k[x], et leur produit est un polynome unit aire sur k[x] 
dont les s^a) sont des racines; done les s^a) sont entiers sur k [x] 
(ceci resulte aussi de la transitivite de la relation de dependance 
integrale (R. a), puisque k'[x] est entier sur k[x]). Prenons 
alors une base (b s ) de k' sur k\ e'est aussi une base de k'(x) sur 
k(x) ; et ecrivons a = &A X ) h ( d A x ) € H x )) I on a alors 

comme le determinant des s^bj) est un 

? 

Ergebn. d. Mathem. JS T . F. H. 4, Samuel. 3 
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element non mil de k' d'apres la separability et comme k' est 
entier sur k, la resolution de ce systeme lineaire montre que les 
dj{x) sont entiers sur k[x]. Par consequent d s (x) 6 k[x] d'apres 
l'hypothese de normalite, d'ou a 6 k'[x]. 
Par contre, lorsque k' est une extension p-radicielle de k, k' [x] n'est 
pas toujours integralement clos. Prenons, par exemple, pour k un 
corps imparfait de caracteristique p 4= 2, et soit u un element non situe 
dans k tel que u p = v <E k. Mors l'anneau k[x, y] ou x et y sont lies par 
y2 _ ^jp _j_ v = o est l'anneau de coordonnees d'une variete normale 
sur & (§ 6, a)). Mais, pour k' = Aj(«), l'anneau ft'[>, y], ou y 2 - (x - w) p = 0, 
n'est pas integralement clos, comme le montre l'element yj(x - u) qui 
est entier sur k'[x, y]. Et cependant k(x, y) est extension reguliere de k. 

Done, si une variete V est normale sur un corps pavfait k, elle est 
normale sur chacun de ses corps de definition: e'est clair pour ceux 
qui sont extensions de type fini de k (par 1), 2) et l'existence des bases 
de transcendance separantes); pour les autres on passe a la limite 
inductive, puis on applique a). On dit alors que V est absolument 
normale (affinement ou projectivement) ; comme e'est la la notion la 
plus utile, on abregera souvent en disant simplement que V est normale; 
par contraste on dira alors, pour la notion relative, que V est normale 
sur k, ou ^-normale. 

5 — Produits de varietes normales. 

Comme precedemment on peut se borner au cas affine. Soient V, W 
deux varietes affines, normales sur un corps de definition commun k 
a V et W, et soient (#), (y) des ponts generiques independants de V, W 
sur k. Alors (x, y) est point generique de Fx If sur k (n° 3,b)), et 
k[x,y] est le produit tensoriel k[x]®k[y]. Comme k(y) et k(y) sont 
des extensions separables de type fini de k, elles admettent des bases 
de transcendance separantes, et le n° precedent montre que k(x) [y] et 
k(y) [x] sont des anneaux integralement clos. D'apres la disjonction 
lineaire, ces anneaux sont k{x) ® k[y] et k[x]®k{y); done (comme on 
le voit aisement, par exemple en prenant des bases), leur intersection 
est k[x] ® k[y] = k[x, y], qui est ainsi integralement clos. Done, si 
V et W sont des varietes normales sur k (resp. absolument normales) 
leur produit V x W est une variete normale sur k (resp. absolument 
normale) . 

§ 8 — Proprietes vraies presque partout. 
1 — Definitions. 

a ) _ Soit <$(x) une propriete contenant x comme seule variable 
libre, x designant un point d'une variete V, et soit k un corps de definition 
de V. La phrase 

«Vi x ) presque partout sur V (par rapport a k)» ou 
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«SP(#) pour presque tout x de V (par rapport a k)» 
est par definition equivalente a 

«r ensemble des x de V tels que nonSP(#) est contenu dans un sous 
k-ensemble propre W de F». 

II est clair que la conjonction d-'un nombre fini de proprietes vraies 
presque partout sur V par rapport a k est une propriete vraie presque 
partout sur V (par rapport a k). 

b) — Lorsque ^3(x) est vraie presque partout sur V (par 
rapport a k), on a^3(%') pour tout point generique x f de V sur k. La 
reciproque est fausse, comme le montre 1'exemple de la propriete 
«dim k (k(x)) — dim(F)». De nombreux exemples de proprietes ^p(x) 
vraies presque partout sur V sont du type suivant 

1) «NonSP(#)» est equivalente a un certain nombre de relations 
algebriques (a coefficients dans k) portant sur x; 

2) yS(x') est vraie pour x' generique sur k (resp. pour au moins un 
point de V). 

2 — Application aux dimensions d'intersections. 

a) — Dans ce qui suit la phrase «pour presque toute variete lineaire 
L n ~ r de P n (par rapport a k), ^3(L n ~ r )» signifiera «pour presque tout 
systeme (a 3 - z ) (j — 1 , . . . , r, i = 0, . . . , n) de quantites (par rapport 

a k), la variete lineaire L d'equations ( 2J a ji^i = ®) est ^e dimension 

n — r et on a ^(L)». Notons tout de suite que, pour presque tout 
systeme (a H ) la variete L est de dimension n — r, ce qui nous permettra 
de ne plus y penser. On dira qu'une variete lineaire L n ~ r est generique 

n 

sur k si elle est definie par r equations £ a ji^% = 0 ou les a H sont 

i = 0 

algebriquement independants sur k. Lorsque nous aurons introduit 
les grassmaniennes et leurs structures algebro-geometriques (§ 10, n° 2) 
il sera immediat que ces notions sont equivalentes a celles definies au 
moyen des grassmanniennes («compatibilite du presque partout avec 
les applications rationnelles»). Les projections / de centres de dimension 
donnee etant en correspondance biunivoque avec les systemes d'equations 
de ces centres L(f), on dira «pour presque toute /» et «/ est generique 
sur k» au lieu de «pour presque tout L(f)» ou de «L(f) est generique 
sur k». 

b) — Notons d'abord que, etant donne un ensemble algebrique V r 
de P n , les systemes de quantites (a^ (j = 1, , . . , n — q, i = 0, , , f , n), 

tels que la variete lineaire L q d'equations ^ JT a H X. = 0j rencontre V, 

forment un ensemble algebrique (on en construit aussitot un point 
generique lorsque V est irreductible) ; nous exprimerons ceci en disant 

3* 
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que les L q qui rencontrent V forment un ensemble algebrique. Cet 
ensemble algebrique est distinct de T ensemble de tous les L q lorsque 
q + t < n (§.3, n° 4, a)); autrement dit, si q + r < n, presque toute L q 
est disjointe de V r . Ceci demontre le critere suivant: 

Pour que dim (V) soit ^ s, il faut et il suffit que Von ait V r\ L n ~ s 4= 0 
pour une L n ~ s generique sur un corps sur lequel V est normalement 
algebrique. 

c) — Considerons maintenant une «famille algebrique parametree 
par L7\ d' ensembles algebriques de P n » (U etant un ensemble algebrique), 
c'est-a-dire une famille d'ensembles algebriques T(u) de la forme 
P r p n (( u x Pn) ^ T), ou Test un ensemble algebrique contenu dans U x P n . 
Alors, etant donnes un ensemble algebrique V dans P n et un entier q, 
1' ensemble des u de U tels que dim(T(^)nF) ^ q est un sous-ensemble 
algebrique U q de U. Nous pouvons en effet nous borner aux points u 
de U qui sont rationnels sur un corps algebriquement clos k sur lequel 
U,TetV sont definies. Soit alors L une variete lineaire de dimension n — q 
de P n qui soit generique sur k. La condition « dim (T(u) r\ V) ^ q» 
equivaut alors a «T(u) n V r\ L =^ Q» (par b)), c'est-a-dire a 
u € ft r u((U x (V r\ L)) r\ T) ; et ceci est un ensemble algebrique U q . 
On remarquera que U q est normalement algebrique sur k(L), c'est-a-dire 
que chacune de ses composantes est definie sur k(L) ; en faisant varier 
L, U q ne change pas, done chacune de ses composantes est definie sur 
f| k(L) = k, en vertu de Texistence d'un plus petit corps de definition 

L gener. 

d'une variete (§ 7, n° l,b)). 

II resulte du result at demontre que, si u' est une specialisation de u, 
on a dim(T(u)) ^ dim (T(u)). D'autre part, lorsque U est une variete 
et que u en est un point generique, il en resulte aussi que Von a 
dim(T(w)) = dim(T(u)) pour presque tout u de U. 

3 — Exemples tires de la theorie des corps. 

On considere, dans ces exemples, un corps k, une extension reguliere 
de type fini k(x) = k(x v . . . , x n ) de k, un surcorps algebriquement clos 
(de degre de transcendance suffisant) K de k qui soit algebriquement 
(et done lineairement (§ 7, n° l,b), th.)) disjoint de k(x) sur k, et enfin 

n 

des combinaisons lineaires y i = c 0 H x i (j = 1, . . . , r) des x i a coefficients 

i=l 

dans K. L'on etudie des proprietes ^(c) du couple de corps K(x), K(y). 
En termes geometriques on considere les projections du lieu de (x) sur K. 
La variable (c) (= (c^)) decrit ici Tespace affine A nr (K). 

a) — Prenons r = dim k (k(x)). Alors pour presque tout (c) de A nr (K) 
{par rapport a k), les y j forment une base de transcendance separante 
de K(x) sur K. En effet la relation «non ( ?P(c)» equivaut ici a Texistence 
d'une derivation non triviale D de K(y) sur K(x). Or, comme k(x) et 
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K[x) sont extensions regulieres de k et K, Tespace vectoriel (sur K(x)) 
des derivations de K(x) sur K admet pour base n'importe quelle base 
(D Q ) (/ = 1, . . . , r) de Tespace vectoriel des derivations de k(x) sur k. 
Posons D 3 {x^ = u {j ; Ton peut supposer u u £k[x]. Pour que la derivation 
D =2J a fio s °it non triviale sur K(x) et triviale sur K(y), il faut et il 

7 

suffit que le systeme lineaire D(y j ) = £ ^ D 3 / ( x i) c ji ] j a f = 0 ai * une 

solution non nulle (a), c'est-a-dire que Ton ait det^' ^ ^i^i/^j = 0. 

Or ce determinant est un polyndme P(c, x) = 0 a coefficients dans k. 
En prenant un systeme lineairement libre (sur k) et maximal de monomes 
(m s (x)) en les x it et en exprimant les autres monomes comme des 
combinaisons lineaires de ceux-ci a coefficients dans k, P(c, x) s'ecrit 
2J P s {c) m s (x), les P s (c) etant des polynomes a coefficients dans k. 

8 

Ainsi «non < ^3(c)» equivaut au systeme algebrique (P 8 (c) = 0). Et, 
comme on peut extraire de (%, une base de transcendance 

separante de K(x) sur i£, notre assertion est demontree (cf. n° l,.b)). 

/ n \ 

Notons que, si yyj = JT Hj x % I est une b ase de transcendance separante de 

K(x) sur if, c'est aussi une base de transcendance separante de k(c)(x) sur k(c) 
(ceci resulte de la caracterisation au moyen des derivations). 

n 

b) - Prenons encore r = dim 7c (k(x)), et posons z = £ h x % fii 

i = 1 

Alors, pour presque tous (c,b) de A n(r+1) (K) (par rapport k k) on a 
K(x) = K(y, z) et k(b, c, x) — k(b, c, y, z). Nous pouvons supposer que 

{yj= Z! c ji x i^ es t une ^ ase de transcendance separante, ce qui est le 
cas lorsque les c H sont des elements c H de K algebriquement independants 

n 

sur k; posons y j = c H x it Alors les elements (b 1 ) de K(y) n tels que 

i = 1 

n 

2J b i x i ne soit pas element primitif de K(x) sur K(y) forment une reunion 

i = i 

finie de sous espaces vectoriels propres E q de K(y) n (correspondant aux 
egalites entre £ et Tun de ses conjugues). Les traces des E Q sur K n 

i 

sont des sous espaces vectoriels propres E' q de K n . Si nous prenons 
pour (bj) un systeme de n elements de K algebriquement independants 
sur le corps obtenu en adjoignant a k(c) les coefficients des equations 
des E' q , T element z = 2J \%i sera element primitif de K(x) sur K(y), 

i 

et aussi, par disjonction lineaire, de k(b, ~c, x) sur k(b, ~c, y). On aura 
done des relations de la forme x i = A^b, c, z, y) c, z, y), ou les A i 
et B i sont des polynomes sur k. Alors, si (c, b) est un systeme de n(r + 1) 
elements de K, et si Ton pose y^—JJ Cji%i et z = b^, on a par 
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specialisation (sur k{x)) x i = A^b, c, y, c, y, z) a condition 

que les B^b, c, y, z) ne soient pas mils. Mais B i {b ) c, y, z) == 0 s'ecrit 
B< (b> c > £ b i' x i'> Z* c n ,% i^ = °> et > comme a la fin de a), equivaut a un 

systeme de relations algebriques a coefficients dans k entre les b t et 
les c H ) c.q.f.d. 

c) — On prend encore r = dim k (k(x)). Alors, pour presque tous (c) de 
A nr (K) (par rapport a k), le degre [K(x) : K(y)] (quivaut [k(x, c) : k(y,c)]) 
a une valeur finie fixe d. L'on pent, d'apres a), se borner au cas oil 

\yj=2J c 3i x i] est une base transcendance separante. Introduisons 



z = b i x i ou les b i sont des elements algebriquement independants 

i = l 

sur K. II resulte du raisonnement fait en b) que K(b, x) = K(b, y, z). 
Supposons d'abord que les c H sont des elements 1 H algebriquement 

n 

independants sur k, et posons alors y, =27S A- D'apres la demons- 

i = 1 

tration geometrique du lemme de normalisation (§ 3, n° 4,b)), Tanneau 
k(b, c) [x] est entier sur k(b, c) [y], et le polynome minimal de z sur £(&,c) (y) 
est de la forme 5(6, c)Z* + T^y, b, ~c)Z^ + • • • + T 0 (y, b } c) ou S 
et les Tj sont des polynomes sur k. Pour tout point (c) de K n tel que 
S(b, c) 4= 0, z est entier sur k(b,c)[y] par specialisation; et comme 
k(b, c) [y] est integralement clos par hypothese, le polynome 
F(y, Z) = S(b, c)Z d + Ta-^y, b, c)Z d ~ 1 + • • • + T 0 {y, b, c) est multiple, 
dans k(b, c)[y, Z], du polynome minimal de Z sur k(b,c,y). Done, 
dans les conditions ou nous sommes places ((y d ) base separante, et 
S(b, c) =f= 0), le degre [if(%) : i£(y)], qui est celui.de z sur k{b,c,y), 
est toujours g-i. Et, s'il est <d, le polynome F(y,Z) est un produit 
de deux polynomes de degres < d en Z, et ceci s'exprime par des relations 
algebriques (a coefficients «universels») entre les coefficients de F, 
e'est-a-dire par un systeme de relations algebriques U 8 (b, c) = 0 a 
coefficients dans k; Ton deduit de ceci par identification, puisque les bj 
sont algebriquement independants sur K, un systeme de relations 
algebriques entre les c H a coefficients dans k; c.q.f.d. 

4 — Degre d'une variete. 

Nous allons demontrer le resultat suivant : 

Soit V r une variete de P n definie sur k. II existe un entier tel que 
presque toute (par rapport ah) variete lineaire L n ~ r ait avec V exactement 
d points communs. 

L'entier d s'appelle le degre de la variete V. 

a) — Traitons d'abord le cas d'une hypersurface V n ~ x . Celle-ci est 
definie par une equation homogenei ? (X 0 , . . . , X n ) = 0; soit d son degre. 
Comme V est une variete, le resultat ci-dessus sur les bases separantes 
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(n° 3, a)) et le procede du lemme de normalisation montrent que, apres 
un eventuel changement de coordonnees, Fequation F(X 0 , . . . , X n ) = 0 
est une equation separable de degre d en X n . Or les points d'intersection 
de V et d'une droite D de representation parametrique x i = -f b { t 
sont ceux dont les parametres (s, t) sont les racines de l'equation 
F(a 0 s + b 0 t, . . . , a n s + b n t) = 0, qui est homogene et de degre d. 
Le fait que cette equation n'a pas d racines distinctes s'exprime en 
annulant son discriminant, c'est-a-dire par une equation algebrique 
D(a, b) = 0 a coefficients dans k. Mais ce qui a ete vu ci-dessus montre 
que Ton aD(a, 5) + 0 si Ton prend a 0 = • • • = a n - x = 1, 6 0 = • ■ • • = = 0, 
a n = 0, b n = 1. On a done D(#, 6) =t= 0 pour presque toute droite £>, 
et ceci demontre notre assertion. 

b) — Dans le cas general nous pouvons d'abord nous borner aux 
L n ~ r qui ne rencontrent pas V r a l'infini, ce qui nous ramene au cas 
affine (n°2,c)). Ensuite nous pouvons nous borner aux L n ~ r dont la 

direction, definie par des Equations ^ J£ = 0, / = 1, . . . , rj est 

telle que, si (x) designe un point generique de V sur k(c), les 

n 

yj=2J c ji x i forment une base de transcendance separante de k(x) 

i = l 

n 

(n°3,a)). Alors, d'apres le n°3,b)), il existe un element z = 2J b i x i 

% = i 

tel que k(b, c) soit lineairement disjoint de k(x) sur k et que Ton ait 
■ k(b, c, x) = k(b, c, y, z). Designons par / la projection definie par 

n n 

Yj= £ c ji X i) Z = 2J MQ; celle-ci applique V sur une hypersurface 

i = 1 i=l 

f(V) de A r+1 ; et, comme V et f(V) sont birationnellement equivalentes, 
on voit aisement que r\ V est reduit a un point de Fpour presque 

tout u dans f(V). Ceci est un «presque partout par rapport a k(c, d)»; 
mais il n'est pas difficile de voir (en regardant les denominateur des 
formules faisant correspondre un point de V a un point de f(V)) que 
l'ensemble des points exceptionnels de f(V) est une partie d'un sous 
ensemble algebrique propre de f(V) dont les equations dependent 
rationnellement de (c,d); et ceci nous ramene a un « presque partout 
par rapport a k». On en deduit que, pour presque toute L n ~ r parallele 
a la direction de projection, les points communs a L n ~ r et a V (dont 
aucun n'est a Finfini par hypothese) correspondent biunivoquement 
aux points communs a f(V) et a la 'droite f(L n ~ r ). Or, d'apres le n° 3,c), 
le degre de f(V) est, pour presque toute projection /, egal a un nombre 
fixe d. Done, d'apres a), le nombre de points communs a V et a presque 
toute L n ~ r est egal a d; c.q.f.d. 

La demonstration montre que, pour presque toute projection / ayant un centre 
de dimension n — r — 2, f(V) est une hypersurface de degre d. 
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c) - II resulte du resultat demontre que le nombre de points communs 
a V r et a une L n ~ r generique sur k est egal au degre d de V. Nous allons 
les etudier de facon plus precise. Comme aucun de ces points n'est a 
rinfini (n°2,c)),. nous passons aux coordonnees affines. Soit 



n 



£ a H Xi - bi = 0 (j = 1, . . . , r) un systeme d'equations de L n -\ les (a, b) 

i = l 

etant algebriquement independants sur k; notons (#(«)) (q = 1, . . . , d) 
les points de L n ~ r r\ V. Comme (x( Q )) est algebrique sur k(a, b), et comme 

n 

°o =U &n3& ) $ un P etit calcul de degres de transcendance montre que 

i = l 1 

(x (q) ) est point generique de V sur k(a). Ainsi (x {q) ) est specialisation 
generique de (x^ q) ) sur k(a) ; celle-ci s'etend en la specialisation generique 
h^'^Z ^ (x&,Z a H xf^ . Comme on a^ a H xf^Z a H xf = b j} 

ceci montre que (x^) est specialisation generique de (x^ q) ) sur k{a, b). 
Done les points (x {q) ) sont conjugues les uns des autres sur k(a, b). Et le 
resultat sur les bases separantes (n° 3, a)) montre qu'ils sont separables 
sur k(a, b). 

§ 9 — Cycles. Coordonnees de Chow. 
1 — L'ordre d'inseparabilite d'une variete. 

a) - Soient V une variete affine definie sur une extension algebrique 
d'un corps k, et (x) un point generique de V sur la cloture algebrique k 
de k. On appelle ordre d'inseparabilite de V sur k l'ordre d'inseparabilite 
[k(x) : k] t du corps k[x) sur k; rappelons que e'est la puissance p f de 
l'exposant caracteristique p de k telle que, pour toute base de trans- 
cendance (u) de k(x) sur k, on ait la relation [k(x) : *(«)]» = p f [k(x) : 
entre facteurs inseparables des degres (R. a.). Ona^=l lorsque V 
est definie sur une extension separable de k (e'est-a-dire lorsque k(x) 
est separable sur k). Lorsque V est un point (x) (algebrique sur k), 
l'ordre d'inseparabilite de (x) sur k est le facteur inseparable [k(x) : &] f 
du degre de k(x) sur 

b) - Les proprietes algebriques de l'ordre d'inseparabilite (R. a.) 
se traduisent geometriquement en : 

1) L'ordre d'inseparabilite de V sur k decroit lorsque k augmente. 

2) L'ordre d'inseparabilite d'une projection de V est un sous-multiple 
de celui de V. 

3) L'ordre. d'inseparabilite d'un produit V x W est un sous-multiple 
du produit de ceux de V et W, avec egalite lorsque (■(#) et (y) 
designant des points generiques independants de V et W sur k), 
les corps k(x) et sont lineairement disjoints sur k. 
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4) L'ordre d'inseparabilite sur k (Tune hypersurface H de point 
generique (x) sur k est la plus petite puissance p f de p telle que 
k v f (x) soit separable sur k v ~ f . C'est aussi la puissance avec 
laquelle T equation de H (sur k) figure dans celle du lieu de {%) 
sur k. 

c) — La definition et les proprietes de l'ordre d'inseparabilite de V 
s'etendent aussitot aux cas projectif et multiprojectif : cet ordre ne 
depend en effet que du corps des fonctions rationnelles sur V. 

2 — Definition des cycles, et operations sur les cycles. 

a) — On appelle cycle toute combinaison lineaire (formelle) a 
coefficients entiers de varietes contenues dans A n (K) (resp. P n (K)); 
on peut done ecrire un cycle X sous la forme X = £ n^Vj, ou les Vj 

7 

sont des varietes et les n j des entiers presque tous nuls. Les varietes V 6 
pour lesquelles n j est 4=0 sont appelees les composanies de X; leur 
reunion, qui est un ensemble algebrique, est appelee le support de X; 
on le note Supp(X) (ou \X\ lorsqu'aucune confusion avec les systemes 
lineaires n'est a craindre). Lorsque le support du cycle X est contenu 
dans une variete U, on dit que X est un cycle de U, ou est porte par U. 
Les cycles (resp. cycles portes par une variete U) forment un groupe 
(par addition des coefficients). 

b) — Un cycle dont toutes les composantes ont la meme dimension d 
est dit homogene de dimension d. Tout cycle est, et de facon unique, 
somme de cycles homogenes. Un cycle homogene de dimension n — 1 
de A n (resp. P n ) est appele un diviseur de A n (resp. P n ). Un cycle 
homogene de dimension d — 1 porte par une variete U d est appele un. 
diviseur de U (ou sur U). 

c) — Un cycle X = £n j V j est dit positif (ou effectif) si Ton a 

j 

rij ^ 0 pour tout /. La relation «X — Y est positif » est une relation 
d'ordre sur le groupe des cycles, et en fait un groupe (partiellement) 
ordonne; on la note X s> Y. Tout cycle X est difference Y - Z de deux 
cycles positifs dont le support est contenu dans celui de X; cette de- 
composition de X (dite canonique) est unique ; les cycles Y et Z s'appellent 
la partie positive et la partie negative de X. 

d) - Un diviseur D =JJ <ljVj~ x de A n (resp. P n ) est determine de 

j 

facon unique par la fraction rationnelle (resp. fraction rationnelle 
homogene) IIF^X)**, ou F j (X) — 0 est l'equation de Vf~ x ) cette 

9 

fraction rationnelle, qui est determinee a un facteur constant pres par 
D est appelee V equation de D. Son degre est appele le degre de D (dans 
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le cas projectif). Si D et D' sont des diviseurs, Tequation de D + D' 
est le produit des equations de D et D'. Pour qu un diviseur de A n 
ou P n soit positif, il faut et il suffit que son equation soit un polynome. 

e) - Plus generalement la notion de degre dune variete (§8, n° 4) 
s'etend par linearite aux cycles: si le cycle X s'ecrit £ n^V ^ et si d s 

j 

designe le degre de la variete V j} le degre de X est par definition rentier 

j 

f) - On associe parfois a un cycle positif Z = £ n^V j de A n ou P n 

j 

(resp. porte par une variete U) V ideal f| Pp\ ou est l'ideal premier 

i 

de K[X] (resp. de Tanneau de coordonnees de U) correspondant a V jf 
et ou pf 1 ^ designe une puissance symbolique (R. a.). Dans le cas d'un 
diviseur D de A n ou P n ceci correspond a la formation de Tequation 
de D (d). Dans le cas d'un diviseur sur une variete normale U, on 
retrouve la correspondance entre ideaux et « diviseurs » d'un anneau 
normal (R. b.). 

g) - Soit / une projection de A n dans A m (resp. de P n dans PJ. 
Nous noterons [V : /(F)] Tindice de projection (§3, n° l,c) et n°2,c)) 
de V sur f(V) lorsque celui ci est fini (c.-a-d. si dim(F) = dim (/(F))), 
et Tentier 0 dans le cas contraire; on appelle projection algebrique de F, 
et on note f al {V) (ou /(F) si aucune confusion nest a redouter), le cycle 
[F : /(F)] */(F). On etend par linearite cette notion aux cycles: si 
X = Z n i V v on note faii X ) ( ou f( X ))> et on a PP elle projection algebrique 

de x!le cycle £ n, [V j : f{V 3 )] • /(F 5 ). II est clair que f al est un homo- 

j 

morphisme pour les structures de groupes ordonnes gradues des groupes 
des cycles de A n et A m (resp. de P n et P m ). 

h) - La notion de produit de deux cycles Y = £ njVj> Z = £ m i W i 

j i 

de A n et A m (resp. de P n et PJ est aussi definie par linearite : 
y x Z = 2J rijm^Vj x Wi) (Y x Z pouvant etre considere comme un 

cycle porte par la variete de Segre (§ 4, n° 3) dans le cas projectif). 
La bilinearite de cette operation est evidente. Le produit de deux 
cycles homogenes de dimensions d, d' (resp. positifs) est un cycle 
homogene de dimension d + d' (resp. positif). 

3 — Rationalite d'un cycle sur un corps. 

a) - On dit qu'un cycle X est algebrique sur un corps^ si toutes ses 
composantes sont definies sur la cloture algebrique k de k. Etant 
donnes un cycle X = JJ n j V j et un ^-automorphisme s de K, on note 
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s(X) et on appelle transforme de X par s (ou conjugue de X sur k) le cycle 
Zfl } s{V } ) (cf. §7, n°2,b)). 

b) — On dit qu'un cycle X = £ n 5 V$ est rationnel sur k si 

?" 

1) II est identique a tous ses conjugues sur k. Ceci entraine que X 
est algebrique sur k (sinon les conjuguees d'une composante de X 
seraient en nombre infini), et que son support est normalement 
algebrique sur k. 

2) Pour toute composante Vj de X, le coefficient n j de Vj est 
multiple de l'ordre d'inseparabilite de Vj sur k (n° 1). 

c) — Toute combinaison lineaire de cycles rationnels sur k est un 
cycle rationnel sur k. Si un cycle X est rationnel sur k, les composantes 
homogenes de % (n° 2,b) et les parties positive et negative de X (n° 2,c)) 
sont des cycles rationnels sur k. 

d) — Lorsque X est rationnel sur k, il est rationnel sur tout surcorps de k. 

e) — La theorie de Galois et les resultats sur l'ordre d'inseparabilite 
d'une hypersurface (n° l,b), 4)) montrent aisement que, pour qu'un 
diviseur positif D de A n ou P n soit rationnel sur k, il faut et il suffit 
qu'il admette une equation a coefficients dans k. Ceci s'etend aussitot 
a un diviseur non positif (par b)). 

- f) — On dit qu'un cycle X est premier rationnel sur k si c'est un 
element minimal de Tensemble des cycles strictement positifs et 
rationnels sur k. On voit aisement que ces cycles sont de la forme 
P f ' 2j s (V)> ou V es "t une variete definie sur ~k f ou les s(V) sont les 

8 

conjuguees (distinctes) de V sur k, et ou ft f est Tordre d'inseparabilite 
de V sur k. Un tel cycle est homogene. Tout cycle rationnel sur k est, 
et de facon unique, combinaison lineaire de cycles premiers rationnels 
sur k. Les diviseurs de A n (ou P n ) qui sont premiers rationnels sur k 
sont ceux dont Tequation (n° 2,d)) est un polynome irreductible sur k. 

g) — Le resultat relatif a Tordre d'inseparabilite d'une projection 
(resp. d'un produit) (n° l,b)), joint a un raisonnement simple sur les 
conjugues, montre que toute projection (definie sur k) d'un cycle rationnel 
sur k (resp. tout produit de cycles rationnels sur k) est un cycle rationnel 
sur k. 

h) — Soit k(t) une extension transcendante pure de k, et X = £ Vj 

j 

un cycle rationnel sur k(t). Alors le cycle X f = y UjVj (somme etendue 

y.aig. 

a celle des composantes de X qui sont algebriques sur k) est rationnel 
sur k. En effet, si V i est algebrique sur k, toutes les conjuguees de Vj 
sur k, qui sont aussi des conjuguees de Vj sur k(t), figurent dans X avec 
meme coefficient n$ ; et n f est multiple de l'ordre d'inseparabilite de Vj 
sur k, car ce dernier est evidemment egal a l'ordre d'inseparabilite 
de Vj sur k(t). On peut appeler X f la «partie fixe» (par rapport a k) de X. 
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4 — Coordonnees de Chow. 

a ) _ Soit V une variete de dimension r definie sur k (dans P n ). 
Considerons une projection generique f sur k de P n sur P r+1> c'est-a-dire 
definie par des formules 

* n 

Y s =ZcsiXi (* = 0,...,r +1) 

i = o 

ou les (c si ) sont algebriquement independants sur * (cf. §8, n°2,a)). 
Comme le centre de / est une variete lineaire generique de dimension 
n _ Y _ 2, il ne rencontre pas V r (§ 8, n° 2,b)), et la projection f(V) 
est une variete de dimension r (§3, n°2,c)). Celle-ci est done definie 
par une seule equation H[Y) = 0 dans P r+1 >; et, comme /(F) est definie 
sur k(c), on peut, par multiplication, supposer que les coefficients de 
H(Y) sont des elements de k[c] premiers entre eux dans leur ensemble; 
posons H(Y) = G(Y S , c si ) £ k[Y, c]. Ce polynome est irreductible, 
homogene en les Y s et homogene en les c si . Nous allons chercher ses 
degres. Son degre d en les Y s n'est autre que le degre de f(V), c'est-a-dire 
le degre de V (§ 8, n° 4,c)). D'autre part remarquons que, etant donne 
un indice s, on peut multiplier a la fois Y s et les c s t par une meme 
quantite sans changer la validite de G(Y, c) = 0. Or, d'apres le lemme 
de normalisation (§ 3, n° 4,b)), G(Y, c) contient, pour tout s, un terme 
en Yf; le coefficient de Y* doit done etre multiple d'un polynome 
homogene et de degre d en les c s > { pour tout s' 4= s; ainsi le degre d' 
de ce coefficient, c'est-a-dire le degre d' de G(Y, c) en les c si , doit satisfaire 
a d' ^ [r + \)d. 

Par exemple le point {x 0> ...,%) de P n a pour equation de sa projection 
n 

generique la forme 2J x ii Y o c ii — Y i c oi)- 
i = 0 

n 

Nous noterons que, si Y s =2J c si X i 0, . . . , f + 1) est une 

i = 0 

projection g (non necessairement generique) telle que dim (g(V)) = dim (7) , 
l'equation G(y, c r ) = 0 est satisfaite par les points de g(F). C'est 
l'equation de g(V) lorsque g(V) a meme degre que F. Sinon et, lorsque 
le centre de g ne rencontre pas V, c'est une puissance de cette equation ; 
et un facile calcul de degres montre que G(Y, c r ) = 0 est l'equation 
(n° 2,d)) du diviseur g al {V) (n° 2,g)). 

b) - Introduisons maintenant la forme associee de V r . Si nous reperons 
les hyperplans de P n par les coefficients de leurs equations, les systemes 
de (r + 1) hyperplans forment un espace multiprojectif de dimension 

(r + 1) n. Parmi ces systemes considerons ceux ^£ u^PXi = 0, / = 0, . . . 9 rj 

dont l'intersection rencontre V r . Ces systemes ne sont autres 
que les specialisations (sur k) du systeme suivant: on prend 
un point generique P de V sur k, et on considere (r + 1) hyperplans 
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generiques et independants (sur k(P)) parmi ceux qui passent par P; 
soient ( JJ v^X i = 0] leurs equations; le corps k(x, {v ( ^/v ( p)) est de 



V = 0 / 

degre de transcendance (r + 1) (w — 1) sur k(P)] et, comme ces (r + 1) 
hyperplans n'ont d'autre point commun avec V que P, P est algebrique 
(et meme rationnel) sur k{(v { p jv^?))) ; ce dernier corps est done de 
degre de transcendance r + (r + 1) (n — 1) sur fe. Done Tensemble S 
considere de systemes d'hyperplans est une &-variete multiprojective 
de dimension r + (r + 1) (n — 1) = (r + l)n - 1 de (PJ r + 1 ; comme 
k[x t v) = &(t>) est extension transcendante pure de &(%), e'est une 
extension reguliere de k, et S est une variete absolue definie sur k. 
D'apres sa dimension, S est definie par une seule equation 
F(u(°\ . . . , u^ r) ) = 0 multihomogene (et, par raison de symetrie, de meme 
degre) par rapport aux (r + 1) series de variables (u®) (j — 0, . . . , r). 
Le polynome F est appele la forme associee de V. Notons que si les 

(r + 1) hyperplans ( ^ u i PX i = sont lineairement dependants, leur 

intersection rencontre V, et on a F(u {0) , . . . , u( r )) = 0. Pour calculer le 
degre de F en les uf\ consider ons r hyperplans generiques et independants 

sur k, soient ^ u^X t = 0, / = 1, . . . , r^j ) leur intersection est une 

jn-r generique, qui rencontre V en d points (d = degre de V) (x( q) ) 
(q = 1, . . . , d) algebriques, separables et conjugues sur k(u^\ . . . , u^ r) ) 
(§8, n° 4,c)); et ces points sont points generiques de V sur k (ibid.). 

din \ 

Alors 77 ( 2J uf } xi q) ) est un polynome homogene et de degre d en les uf\ 

q = l \i = l / 

a coefficients dans k(u^\ . . . , w (r) ) et e'est r equation du lieu de (u^) 
sur ce corps. Ainsi F> qui s'obtient a partir de cette equation en chassant 
les denominateurs, est homogene de degre d par rapport a chacune des 
series de variables (u^). 

n 

La forme associee du point (x 0 , . . . , x n ) est 27 x i u ^i ' 

i = 0 

c) — Montrons maintenant que les coefficients de la projection 
generique G(Y, c) et ceux de la forme associee F(u) sont essentiellement 
les memes. La projetante du point (y) de P r+1 est, sauf si y r+1 == 0, definie 
par les equations (y s - £ c r+1>i X i - y r+1 • £ c si X i = 0] (5 = 0,. 



Pour exprimer qu'elle rencontre V, il suffit, dans F(u {0 \ . . . , u^), de 
remplacer uf par yjC r+1J - y r+1 c, u . On obtient ainsi un polynome 
G^y, c) sur k, homogene et de degre (r + lji en les y s et les c si . Comme 
«G x (y, c) = 0 et y r+1 4= 0» implique «(y) £ /(F) », on a une identite de 
la forme G 1 (y, c) = (G(y, c)) a (y r+1 ) & , ou a et 6 sont des exposants con- 
venables. Or on a vu (a)) que G(y, c) est homogene et de degre ^> (r + 1)^ 
en les c si et homogene de degre d en les y s ; done a = 1, & = r^, et G(y, c) 
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est exactement de degre (r + l)d en les c si . D'autre part les coefficients 
de G(y, c) sont combinaisons lineaires a coefficients dans l'anneau 
premier (et universels pour n, r et d donnes) de ceux de F[u). 

Inversement notons que Tequation G(y', c') == 0 exprime qu'il 

* n 

existe {%') dans V tel que v' 8 = £c' 8i xl. Mors, etant donnes (r + 1) 

i = 0 

hyperplans = Oj , considerons la projection /' definie par 

Y s =2J ($ = 0, . . . , r) et Y r+1 = £ »A ( les ^ etant choisis 

arbitrairement dans K). Pour que les (r + 1) hyperplans donnes aient 
un point commun avec F, il faut et il suffit que (0, 0, . . . , 0, 1) soit 
sur /'(F), c'est-a-dire que le coefficient de Y% +1 dans G(Y, c') 
(ou = uf pour s = 0, . . . , f, et c' r+lii = ^) soit nul. Or nous avons 
vu que ce coefficient est un polynome multihomogene et de degre d 
en les r + 1 series de variables (c^, . . . , c£<) (a)) ; cest done, a un facteur 
pres dans k, la forme associee F(u), dont les coefficients sont ainsi 
parmi ceux de G(Y, c). Par consequent les points dont les coordonnees 
homogenes sont les coefficients de la forme associee F(u) de V et ceux de 
V equation G(Y, c) de la projection generique de V, se deduisent Vun de 
V autre par une transformation lineaire inversible a coefficients universels. 
Nous pourrons done ne pas faire de distinction essentielle entre ces 
deux series de coefficients, et nous les appellerons, indifferemment, les 
coordonnees de Chow de V. 

Par exemple, si V est la droite de representation parametrique — ai s + t, 

on a F{u {0) , u {1) ) « £ faty — ha.-) uf uf ] et 
i<3 

G(Y, c) = 27 ± (aibj — bi^) 
i<? 

Les coefficients de F et G sont essentiellement les coordonnees grassmaniennes 
(ou pluckeriennes) (a^ bj — bi aj) de V. 

d) - Passons maintenant au cas d'un cycle homogene positif 
X = £ n t v t de dimension r de P n . Si F t (u) est la forme 

t 

associee de V t , on prend, par definition, pour forme associee F(u) de X, 

le produit II {F t (u)) n K Cest une forme multihomogene de degre 
t 

d = 2J = d°(X) (n°2,e)) en chacune des r+l series de 

variables {uf) (j = 0, . . . , r). Soit maintenant / une projection de 
P n sur P r+1 , generique sur un corps de definition commun k des com- 
posantes V t de X, et soit G t (Y, c) Tequation de f(V t ). Les coefficients 

de la forme G(Y, c) =11 (G t (Y, c)) nt sont relies a ceux de la forme 
t 

associee F(u) de X par les memes formules lineaires a coefficients 
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universels que dans le cas (Tune variete V r de degre d, commeonle 
voit aisement en suivant le calcul fait en c). Comme / est generique, 
1'indice de projection [V t : f(V t )] est egal a 1 (§8, n°3,b)), et G(Y, c) 
est Tequation du diviseur f a i(X). Les coefficients de F(u) (ou de G(Y, c)) 
sont encore appeles les coordonnees de Chow du cycle X. 

e) — Lorsque X est un diviseur positif de P n , une projection generique 
/ de P n sur P r +i = P n est une transformation lineaire inversible de P n . 
Done les coordonnees de Chow de X ne different que par une trans- 
formation lineaire a coefficients universels des coefficients de Tequation 



f) — Lorsque X est un cycle homogene quelconque, on prend sa de- 
composition canonique X = X' — X" ', et Ton prend pour coordonnees 
de Chow de X le systeme (biprojectif) de quantites forme par celles 
de X' et celles de X" . 

g) — Lorsque X est un cycle homogene et rationnel sur k, sa projection 
generique f a i(X) est un diviseur rationnel sur k(c). (n°3,f)). Done ses 
coordonnees de Chow, qui sont les coefficients de Tequation G(Y, c) 
de f al (X), sont rationnelles sur k (n° 3,d)). La reciproque est fausse en 
caracteristique p =f= 0 pour des cycles qui ne sont pas des diviseurs. 

En caracteristique 0 la reciproque est vraie, et resulte d'un facile raisonnement 
sur les conjugues. Pour un contre-exemple en caracteristique p =^= 0, prenons un 
corps k de la forme k 0 (a, b) ou a et b sont algebriquement independants sur k 0 , 
et soit P le point de P 2 de coordonnees homogenes (x 0) x v x 2 ) satisfaisant a 
x Q = 1, = a, x\ = b. La projection generique du cycle pP a pour equation 
(U H( c iiY 0 — c oiYi)\ v = Z%i ( c iiYo — c oi Y i) v > e ^ les coordonnees de Chow de pP 



sont rationnelles sur k. Par contre le point P est d'ordre d'inseparabilite p 2 sur k, 
et le cycle pP n'est pas rationnel sur k. En tout etat de cause on voit facilement 
qu'un cycle dont les coordonnees de Chow sont rationnelles sur k est «£>-radiciel» 
sur k (e'est-a-dire algebrique et egal a ses conjugues). 

Nous verrons d'autre part que, si X est un diviseur sur une variete U , alors X 
est rationnel sur le corps k obtenu en adjoignant a def (U) les rapports des coor- 
donnees de Chow de X; ce corps k est done le plus petit corps contenant dtf (U) 
et sur lequel X est rationnel (cf. chap. II, § 6, n° 6,c)). 

h) — Montrons qu'un cycle X r de dimension donnee de P n est deter- 
mine de fagon unique par ses coordonnees de Chow. Par decomposition 
en facteurs de sa forme associee, on est aussitot ramenes au cas d'une 



variete V r . Avec les notations de a) l'equation Gl 2J c s iX it c si ) = 0 



est celle d'un hypercone generique H(c) projetant V. Or, etant donne 
un point Q de P n non situe sur V, le raisonnement du § 3, n° 4, a) montre 
qu'il existe une L n ~ r ~ x passant par Q et ne rencontrant pas V; et Ton 
peut prendre celle-ci generique sur k(Q). On prend alors une projection 
(definie paries coefficients (c si )) et ayant pour centre une L n ~ r - 2 generique 
de laZ>- r_1 ; Fhypercone projetant H(c) correspondant ne contient pas Q. 
Done V = fl H(c), ce qui la determine de fagon unique. 



de X. 
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i) - Soient X un cycle positif homogene de dimension r de P n , et g 
une projection de P n snr P a (? S t + 1) telle que les projections de 
toutes les composantes de X' soient de dimension r et que ces composantes 

ne rencontrent pas le centre de /. Supposons g definie par = S Q a H X i 
tf=0 a) et soit k un corps de definition commun de g et des 
composantes de X. Effectuons, dans P t , une projection genenque 
/ definie par Y m =Zd mj Z, {m = 0, . . . , r + 1). On a alors 

F ro =i;«, ™ et est une p r °j ection de x 

et 1st un diviseur de P r+ ;. = Comme on l'a vu plus haut (a)) son equation 
(y c >) = o s'obtient a partir de celle g(Y, c) de la projection genenque 
de X en y remplagant les variables independantes (c si ) par les (c si ). 
Done les coordonnees de Chow de gal (X) sont des polynomes multi- 
homogenes a coefficients universels, lindanes en les coordonnees de 
Chow de X, et homogenes de degre (r + en les coefficients^ 

de la projection g. Un cas particulier est celui ou le centre de g est vide; 
alors q = n, et g est une transformation hndaire mversible de iV 

Dans le cas ou le centre de g rencontre Supp(X), l'equation g(Y, C) = 0 re- 
presente pins qne le divisenr /(,(*)): elle comprend des facteurs parages pro- 
venant des varietes lineaires tangentes a V anx points dn centre de g. 

5 — Caractere algebrique des coordonnees de Chow. 

Etant donnee une forme F( W <°>, homogene et de degre d 

en chacune des (r + 1) series de variables {uf ) (j = 0 . . . , n,% = 0, . . . , n) 
on pent se demander si e'est la forme associee dun cycle positif X 
de P e'est-a-dire si ses coefficients (w x ) sont les coordonnees de Chow 
d'untel cycle. Nous allons montrer que, pour que les w x soient ^ les 
coordonndes de Chow d'un cycle positif X* parte par une varidte donnee U, 
il faut et il suffit que les w x satisf assent a un systeme d' equations homogenes 
a coefficients dans def (U). 

En particnlier, lorsqne U est l'espace projectif P n tout entier, le systeme 
d'eqnations homogenes correspondant a ses coefficients dans le corps premier. 
llXSra d'ailleurs de la demonstration que Ton pent choisir pour ces coefficients 
de multiples entiers de lament unite dn corps qui, pour nn degre d et 
une Tmension , donnes, sont «universels», e'est-a-dxre mdependants de la 
caracteristique. 

a) -Nous enoncerons d'abord un systeme de quatre conditions 
que nous montrerons ensuite etre necessaires et suffisantes pour que 
F(u m w <r) ) soit la forme associee d'un cycle X r porte par U. 
Nous not'erons k un corps de definition de U contenant les coefficients 
K)deF. 
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1) La forme G(«<°>) = F(«<°>, . . . , «(')) se decompose en un produit 

d , n v 

de formes lineaires 77 £ u^xf) sur la cloture algebrique de 

2 = 1 \i = o f 

k(u^\ . . . , W C>). 

2) On a 2" ufxf = 0 9 = 1, . . . ,d et j = 1 r 

i = 0 1 ' ' ' 



3) Si r + 1 hyperpians ( £ t,f X, = 0 j (/ = 0, . . . , r) passent tous 

\i = .0 / 

par un des points (xf>), alors F(v^°\ . . . , ?/ r )) = 0. 

4) On a H a {x^) = 0 ^otff ? = 1, . . . , d, (H a (X)) designant un systeme 
d' equations de U. 

Notons que la condition 3) equivaut a: 

n 

3') Si Von a r hyperpians £ vfX, = 0 (/=!,...,,) tels que 



i = 0 



£o«r tous j et un q, alors F(u^ 0) .. v l r) ) 

i = 0 

considers comme forme en les variables (uf) est multiple de 
Z ufxf. 



i=0 



b) - Montrons maintenant que, lorsque F est un produit de formes 
irreductibles, la validite des conditions 1), 2), 3), 4) pour F est equi- 
valente a la validite des memes conditions pour chaque facteur 
irreductible F x de F. C est immediat, a part le fait que, si F verifie 3'), 
alors tout facteur irreductible F 1 de F verifie aussi 3'). II suffit 

evidemment de demontrer ceci lorsque les r hyperpians ^ vfX i = 0^ 

(/= 1, . . . , r) sont generiques et independants parmi ceux qui passent 
par le point (*<*>). Alors, d'apres 2), {uf) est une specialisation de 
(if) sur k(x^). Comme F verifie 3'), il existe un facteur irreductible F 2 

n 

de F tel que la forme lineaire £ ufx^P divise FM°\ . . . v (r) )' 

par specialisation cette forme divise done FJuf®, ... f u^). Mais par 

hypothese,^ figure dans la decomposition de F 2 donnee par 

l'analogue de 1). Ainsi F x et F 2 , qui ont un facteur commun et sont 
irreductibles, sont identiques. Done 3') est verifiee par F v 

c) - Nous sommes ainsi ramenes au cas ou F est irreductible, e'est- 
a-dire (par extension algebrique de k) au cas ou le cycle X r est une 
variete V. La necessite des conditions 1), 2), 3), 4) est immediate d'apres 
l'analyse faite au n° 4,b) (les points (*<«>) etant les points d 'intersection 

de V avec la L n ~ r generique d'equations £ ufX i = 0, / = 1, . . . , r ). 

Montrons maintenant leur suffisance. Comme F est irreductible sur 

Ergebn. d. Mathem. 1ST. F. H. 4, Samuel. 4 
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k(u^\ . . . , w (r) ) les points (% {q) ) sont conjugues sur ce corps. Done 
le lieu W de sur ft admet aussi les (x< q) ) pour points generiques 

sur k. D'apres 4) W est portee par U. D' autre part la 1*7* generique 

n 

d'equations £ ufX t = 0 (j = 1, . . . , f) ne contient pas d'autre point 

i = 0 

generique de W sur ft que les {x^ q) ) : en effet, si (y) est un tel point, 
on prolonge risomorphisme de k(y) sur k(x^) en un isomorphisme de 
k{y, . . . , u^) sur un corps que nous notons k(x^\ . . . , v< r) ); 
«£>y, = 0, on deduit £ vfxP = 0, et, d'apres 3'), F(«<°>, rf» 9 . . . , trf'>) 

est multiple de 27 P ar isomorphisme F(w< 0) , «<->, ... . , w (r) ) est 

alors multiple de £ uf>y it ce qui, en vertu de 1) et de l'unique 

i 

factorisation, implique que (y) est Tun des points (x< 9} ). Par consequent 
L n ~ r n'a qu'un nombre fini de points communs (% (<7) ) avec W, ce qui 
implique que dim (TP) = r. Et, en vertu de 1), l'analyse faite au n° 4,b) 
montre que F est la forme associee de W. 

d) - II ne nous reste plus qua demontrer que les conditions 1), 2), 3) 
et 4) se traduisent par un systeme d'equations homogenes en les coeffi- 
cients (w x ) de F. Introduisons les (xf) comme inconnues auxiliaires. 
En ecrivant que les deux membres de 1) sont des formes egales en 
les uf\ on obtient un systeme d'equations 

P a K u f) = ?a (4 q) ) (l = h.--,r). (1) 
La condition 2) n'a pas besoin d'etre modifiee : 

n 

JT uf xf = 0 (i = 1, . . . , f, q = 1, . . . , d) . (2) 
Pour 3) on remarque que la solution generate -de 1' equation lineaire 

n n 

y v ( Pxi q) = 0 est de la forme vf = Z sf xf, ou les sf sont des 

^ _ q 11 i = 0 

indeterminees pour i < V et satisfont a sf + sf = 0. En remplacant 
dans F les uf par ces valeurs des vf, et en egalant a 0 les coefficients 
des divers monomes en les sf (i < i'), et ceci pour tout q, on obtient 
un systeme de relations equivalent a 3) : 

Q b {w, xf) = 0. (3) 
Quant a 4), elle n'a pas besoin d'etre modifiee: 

H a (4 Q) ) = ° (4) 
Ceci etant, par elimination des xf entre (1), (2), (3) et (4), on obtient 
un systeme d'equations homogenes S c {w, uf) = 0. Dans chacune de 
celles ci, on egale a 0 les coefficients des divers monomes en les 
u f fi (i — 0, . . . , n\ j = 1, . , . , r) et Ton obtient le systeme cherche 
T d (w) = 0 de relations algebriques entre les w x . 
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On remarquera que l'analyse faite ici montre une seconde fois qu'un cycle 
est determine de facon unique par ses coordonnees de Chow (cf. n° 4,h)). 

6 — Systemes algebriques de cycles. 

a) — Etant donne un cycle homogene X r de P n et une decomposition 
X = X' — X" de X comme difference de cycles positifs, on appelle 
point de Chow de X (ou point associe de X) pour cette decomposition, 
le point d'un espace biprojectif (espace ne dependant que de n, de r 
et des degres de X' et X") ayant les coordonnees de Chow de X' et 
celles de X" pour coordonnees bihomogenes (ou le point correspondant 
de la variete de Segre). On dit qu'un ensemble (5) de cycles homogenes 
X r , differences X' — X" de cycles positifs de degres fixes d' et d" , est 
un systeme algebrique de cycles si les points de Chow correspondants 
forment un ensemble algebrique M; cet ensemble M est dit associe 
au systeme (S). On dira que (5) est irreductible sur k (resp. absolument 
irreductible, ou irreductible par abus de langage) si M est une ^-variete 
(resp. une variete absolue). L'on pourra, dans ce cas, parler de cycles 
de (S) generiques sur k. 

b) — II resulte du n° 5 que l'ensemble des cycles homogenes positifs 
X r , de degre d et de dimension r, portes par une variete U de P n est 
un systeme algebrique defini sur def(C7). Les composantes absolues de 
ce systeme sont definies sur def (U) ; on les appelle les systemes irreductibles 
maximaux de cycles positifs portes par U. Ces systemes (pour d et r 
variables) sont en infinite denombrable; et tout cycle homogene positif 
porte par U appartient a au moins un et au plus a un nombre fini de 
ces systemes. 

c) — Etant donne un systeme algebrique irreductible (5) de cycles 
positifs, les cycles X de (5) qui sont decomposes (c'est-a-dire non reduits 
a une variete avec coefficient 1) forment un sous systeme algebrique 
de (5) : en effet il suffit d'exprimer que la forme associee F de X est 
un produit de formes de plus petits degres, ce qui se traduit par des 
relations algebriques entre les coefficients de F. Done, si le cycle 
generique de (5) est une variete, presque tous les cycles de (S) sont des 
varietes. 

7 — Specialisations de cycles. 

Etant donnes deux cycles positifs homogenes X et X' de meme 
dimension et de meme degre, et un corps k, nous dirons que X' est une 
specialisation de X sur k si le systeme des coordonnees de Chow de 
X' est specialisation (homogene) sur k du systeme des coordonnees 
de Chow de X. On generalise aussitot cette definition en la definition 
des specialisations des systemes finis de points et de cycles, et des 
prolongements (cf. § 2, n° 4) de telles specialisations. Les proprietes 
suivantes resultent aussitot de r analyse faite au n° 4 : 

4* 
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a) - Transitivite: si X' est specialisation de X et X" specialisation 
de X' sur ft, alors X" est specialisation de X sur ft. 

b) - Si X est mtionnel sur ft, il n'a d'autre specialisation sur ft que 
lui meme. 

c) - Compatibilite avec V addition: si (X, Y) -> (X', Y') est une 
specialisation sur ft, alors (X, Y, X + Y) -> (X', Y', X' + Y') est 
l'unique prolongement de cette specialisation. Comme les coordonnees 
de Chow d'un point P ne sont autres que ses coordonnees homogenes 
(n° 4,b)), il resulte de la que, pour qu'un cycle positif de dimension 0, 
2J P] soit specialisation sur ft d'un cycle £ P j} il faut et il suffit que 
j i 

(pour un numerotage convenable des indices), le systeme de points (Pj) 
soit specialisation sur ft du systeme de points (P f ) (cf. F, VII, 6). 

n 

d) - Compatibilite avec la projection algebrique: si Y s = £ c 8i Xi 

est une projection / definie sur ft, si le cycle X' est une specialisation 
de X sur ft, et si le centre de / ne rencontre aucune des composantes de X 
ni X\ alors les cycles f al (X) et f Ql (X') sont definis, et f al (X) -> f al {X') 
est l'unique prolongement de sur ft (cf. n°4,i)). 

Contre exemples f aciles dans le cas ou le centre de / rencontre Supp (X') mais 
non Supp(X) (par exemple avec des coniques de P 3 ). 

Ce resultat s'etend aisement au cas des projections d'un produit 
d'espaces projectifs sur ses facteurs. 

e) - Les resultats des n° 5 et 6 montrent que, si X est un cycle 
positif porte par une variete U definie sur ft, et si (w f ) est une specialisation 
sur ft du systeme (w) des coordonnees de Chow de X, alors (w') est le 
systeme des coordonnees de Chow d'un cycle X' porte par U\ et le 
cycle X' est specialisation de X sur ft. Nous avons done, d'apres le 
theoreme d'extension des specialisations (§ 2, n° 4), le theoreme suivant 
d' extension des specialisations de cycles: si (X v . . . , X Q , P v . . . , P 8 ) -> 

(X{, . . . , X' q , P[, . . . , P' t ) est une specialisation sur ft d'un systeme 
de points et de cycles, et si X est un cycle positif porte par une 
variete U definie sur ft, alors il existe un cycle, positif X' (de meme degre 
que X) porte par U et tel que X -> X' soit un prolongement sur ft de 
la specialisation donnee. 

f ) - Montrons maintenant que la specialisation des cycles est 
compatible avec le produit cartesien. Plus precisement : etant donnes deux 
cycles positifs X, Y de P n et P^ et une specialisation (X, Y) -> [X f Y') 
sur ft, alors X x Y -> X' x Y' est l'unique prolongement sur ft de cette 
specialisation (les cycles produits IxYet I'xY' etant considers 
comme portes par la variete de Segre). Pour demontrer ceci Ton 
considere un surcorps ft' de ft qui soit corps de definition des composantes 
des quatre cycles consideres, ainsi que deux systemes (ay), (<y) de 

+ l) 2 et (n + l) 2 variables independantes sur ft'; celles~ci definissent 
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des automorphismes T, T (c.-a-d. des transformations lineaires inversibles) 
de P n et Pn, et aussi un automorphisme S de Tespace projectif ou est 
plonge P n x Pn- Etant donne l'effet des automorphismes de Tespace 
projectif sur les coordonnees de Chow (n° 4,i)), nous pouvons remplacer 
les cycles consideres par leurs transformed (et k par k(a, a)). On peut 
ainsi supposer que X, Y, X' , Y' ont toutes leurs composantes a distance 
finie, c'est-a-dire qu'on est reduit au cas de cycles d'espaces affines. 
D' autre part, les (c) et (c) designant des variables independantes sur k', 
les projections f et f definies par (Y x = X 1} . . . , Y r = X t , 
Y r+1 = c r+1 X r+1 + • • • + c n X n \ r = dim(X)) et (Y 1 = X v . . . , Y? = Xf, 
Y~ r+1 = Cf +1 • • • + c^X^; r = dim(Y)) sont telles que les com- 

posantes des quatre cycles consideres sont projetees avec indice de 
projection 1 par / ou / (§ 8, n° 3,b)). De telles projections seront dites 
s emi-generiques . 

Les equations des projections f(X), f{X')> f(Y), f{Y') s'obtiennent par 
specialisation des equations des projections generiques de X, X' , Y, Y', 
puisque les centres de f et f ne rencontrent aucune des composantes des 
cycles consideres pour des raisons de dimensions (n°4,i)). Done celle 
de f(X') (resp. f(Y f )) s'obtient a partir de celle de f(X) (resp. f(Y)) par 
specialisation sur k(c, c). 

D'autre part le fait que les (c r+1 , . . . , c n ) sont algebriquement 
independants sur k r montre, par consideration de points generiques sur 
k'(c), que toute composante de X est determinee de facon unique par 
sa projection semi-generique. Done X (et de meme X' , Y, Y') est 
determine de facon unique par sa projection semi-generique. II va done 
nous suffire de montrer que Y equation H(Z) de la projection semi- 
generique g(X x Y) (la projection g etant definie par Z x = X lf . . . ,Z r = X r , 
Z r +i — X lf . . . , Z r + - = X~, Z r + -j rl — c r + 1 X r + 1 + • • • + c n X n + 
+ q, + - i Xr +1 + • • • + c~Xn) s'obtient par un procede universel a partir 
de celles, F(Y) et F(Y), de f{X) et J(Y). Or cette equation s ecrit 
H(Y lf . . . , Y r , Y lt . . . , Yj,> Z r+ - +1 ) = 0 ou Z r+ ^ +1 = Y r+1 + Y^ +1 ; 
e'est done, dans le cas irreductible, le resultant par rapport a Y r+1 des 
equations F(Y 1} ...,Y r , Y r+1 ) = 0 et F(Y 1} . . . , Y h Z r+ - + 1 - Y r+1 ) = 0, 
et ce resultat est valable dans le cas general etant donnee la multi- 
plicativite du resultant. Ceci demontre notre assertion. 

II semble probable que les coordonnees de Chow d'un produitX X Y de cycles 
projectifs de degres et dimensions donnes s'obtiennent par des formules nniverselles 
(a coefficients entiers) a partir de celles de X et Y. 

Nous verrons plus tard (chap. II, § 6, n° 7) que la specialisation des cycles 
est aussi compatible avec le produit d'intersection. 

Les resultats qui suivent ont un interet technique: 

g) — Etant donne un cycle X de P n , son support Supp (X) est 

Tintersection des hypercones generiques projetant Supp(X) (n°4,h)). 

Done la relation «P £ Supp(X)» s'exprime par un systeme d'equations 
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algebriques entre les coordonnees de Chow de X et les coordonnees de P. 
Done, si P £ Supp(X) et si (X' , P'y est specialisation de (X, P), alors 
P' <E Supp(X'). 

On peut aussi obtenir un ensemble d'equations definissant Supp(J*sr) a partir 
de la forme associee F(u {0 \ . . . , w (r) ) de X: comme des hyperplans generiques et 

n (9) 

independants passant par le point ont des equations de la forme Z v \ x i ~ ®> 

i = 0 

ou v^p = s^/ xi, les s$ etant des variables independantes pour i < V et satis- 
i = 0 

faisant a s$ + s$ = 0, il suffit de remplacer les u { p par les v { f dans F, et d'annuler 
les coefficients des divers monomes en les s$ (pour i < V), pour obtenir 1'ensemble 
d'equations cherche. 

h) — («Relevement d'un point. ») Soient X,X' des cycles, P, P r 
des points tels que (X' P') soit specialisation de (X, P) sur k; si Q' est 
un point de Supp(X'), il existe un point Q de Supp(X) tel que (X' , P' ', Q') 
soit specialisation de (X, P, Q) sur k. En effet posons k f = k(P, P', X, X'), 
et soient (uffl) (i = 0, . . . , n; j = 1, . . . , r) des variables independantes 
sur k'. Notons F, F' les formes associees de X et X' . On a la decompo- 

d / n \ 

sition.F(^ 0) , uP>, . . . , u^ r) ) =n Z! x f U T ) > ou les x t sont algebriques 

q = 1 \i = 0 / 

sur k'(u) et sont des points generiques des composantes de X sur k f 
(n° 5, a)). Comme (X, P) -> (X' , P') est une specialisation sur k, e'est 
aussi une specialisation sur k(u); etendons la en une specialisation 
(X, P, xP\ . . . , -* (X f , P', x'^\ . . . , x'W) sur k(u). On a alors 

din v 

F'(U(°\ u^\ . . . , w( r) ) = 11 I £ ),cequimontre (d'apres l'unique 

e = i \i = o / 

factorisation) que les (x'( Q) ) sont des points generiques sur k' des com- 
posantes de X' . II existe done un indice q tel que Q' soit specialisation 
de (#'(*>) sur k'. Alors (X', F, %' {q) ) -> (-X", F, £') est une specialisation 
sur il suffit done de prendre Q = (x (Q) ) et d'appliquer la transitivite 
des specialisations. 

§ 10 — Correspondances. 
1 — Definitions. 

a) — Etant donnes deux ensembles algebriques A et B on appelle 
correspondance ensembliste (ou correspondance si aucune confusion 
n'est a craindre) entre A et B tout sous ensemble algebrique E du 
produit A x B. Etant donnees deux varietes A et B, on appelle corres- 
pondance entre A et B tout cycle du produit A x B. 

Comme, dans ce §, nous ne considererons que des correspondances ensemblistes, 
nous omettrons Tadjectif « ensembliste ». 

b) - Les projections pr A (E) et pr B (E) de E dans A et B sont des 
sous ensembles algebriques de A et de B. Nous dirons que E est de- 
generee si pr^ (E) #= ^4 ou si pr B (£)=(= B. 
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c) — Deux points x de A et y de B sont dits homologues pour E si 
(x, y) £ E. L'ensemble des points y de B qui sont homologues de x 
est prg(£ n (% x B)) ; c'est done un ensemble algebrique sur k(x) 
(k designant un corps sur lequel A , B et E sont normalement algebriques) ; 
on le note E(x), et on l'appelle le trans forme total de % par E. On etend 
aussitot la notation et la terminologie au cas ou x est remplace par un 
sous ensemble algebrique quelconque de A. 

d) - L'ensemble des points (y, x) de B x A tels que (x, y) £ E est 
une correspondance entre B et A, dite reciproque de E, et notee E~ x . On a 
done pv A (E r\ (A x (y)) = E~ 1 (y) pour y dans 5. 

e) - Etant donnes trois ensembles algebriques A, B, C et deux 
correspondances E et F entre A et B et entre 5 et C, r ensemble 
pr AxC ((E x C)n(ix i 7 )) est une correspondance entre ^4 et C, dite 
composee de £ et i 7 , et notee Fo E. C'est (a un sous ensemble algebrique 
propre pres, qui est d'ailleurs vide dans le cas projectif ; cf. § 3) l'ensemble 
des (x, z) de A x C pour lesquels il existe y dans B tel que (x, y) £ E 
et (y, z) £ F. L'associativite de r operation F O E est immediate. 

2 — Correspondances irreductibles. 

a) — Lorsqu'une correspondance E entre A et B est irreductible 
(sur un corps k sur lequel A, B et E sont normalement algebriques), 
ses projections pr^(£) et prg(£) sont irreductibles sur k. Done, si £ 
est non degeneree, A et B sont irreductibles sur k. 

b) — («Critere d'irreductibilite.») Soit E une correspondance entre 
A et B telle que pr A (£ ; ) = A pour toute composante E' de E, et que A 
soit irreductible sur un corps k sur lequel A, B et E sont normalement 
algebriques. Pour que E soit irreductible sur k, il faut et il suffit que, 
pour tout point generique x de A sur k, V ensemble E(x) soit irreductible 
sur k(x). Alors, si pr B (E) = B (c.-a-d. si E est non degeneree), B est 
aussi irreductible sur k, et, pour tout point generique y de B sur k, E~ 1 (y) 
est irreductible sur k(y) ; enfin on a 

dim (E) = dim (A) + dim (E(x)) = dim {B) + dim (£-%)) . (1) 
Considerons en effet un point generique (x', y') sur k d'une com- 
posante E' de E; comme pr A (E') = A, x' est point generique de A; 
il existe done, par automorphisme, un point generique de E' de la forme 
{x,y); et y est point generique de E'{x) sur k(x). Comme E(x) est 
irreductible et est reunion des E'(x), il existe une composante E" de E 
telle que E(x) =E"(x). Alors, si (x, y") est point generique de cette 
composante E" , et si (x, y') est point generique d'une autre composante 
E' de E, y' est specialisation de y" sur k(x), et (x, y') est specialisation 
de (x, y") sur k] ainsi E' CE" , et E = E" est irreductible. La relation 
dim (E) = dim (A) + dim (E(x)) se deduit aussitot de la. Et le reste 
ne presente alors aucune difficulte. 
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La formule (1) du critere ci-dessus s'appelle de principe de decompte 
des constantes. 

c) — Un autre cas ou Ton peut affirmer qu'une correspondance 
non degeneree E est irreductible (et ou Ton peut done lui appliquer le 
principe de decompte des constantes) est le suivant : A et B sont des 
ensembles projectifs, A est irreductible, et, pour tout % de A, V ensemble E(x) 
est un ensemble irreductible de dimension independante de x. Soit en 
effet x un point generique de A sur k, et y un point generique de E(x) 
sur k(x). Notons E (CE) le lieu de (x, y) sur k. Comme E(x) = E(x), 
et comme, pour tout x dans A, on a dim ^ dim(E(x)) (§ 8, n° 2,c), 
et fait que E(x) n'est pas vide puisqu'il s'agit d'ensembles projectifs) 
= dim (E(x)) = dim (E(x)), on en deduit que E(x) = E(x) (puisque E(x) 
est irreductible et que E C E). Done E = E, et E est irreductible. 

Exemple — La grassmannienne G n ^ des LP de P n est un ensemble algebrique 
(§9, n°6,b)). Montrons par recurrence descendante sur q que e'est un ensemble 
irreductible de dimension (q -f- 1) (n — q). Le cas q — n est trivial. Considerons 
dans G Ui q +1 X G n ^ Tensemble E des couples (L*+l, L$) tels que U- soit contenu dans 
L a + 1 . C'est une correspondance non degeneree E, et, pour toute L q + 1 , £(L^ + 1 ) est 
un espace projectif de dimension q -f- 1. Done E et G n>q sont irreductibles. Comme, 
pour toute E~ x (L q \ est un espace projectif de dimension n — q — 1, le principe 
de decompte des constantes donne 

(q + 2) (n — q — 1) + q+ 1 = dim(G n>(Z ) + n — q—l dim(£) . 
D'ou dim(G nj? ) = + 1) (w — . 

3 — Applications rationnelles. Correspondances birationnelles. 

a) — On dit qu'une correspondance F entre deux varietes projectives 
A et B est une application rationnelle de A dans B si elle est irreductible, 
si pr^(jp) = A, et si un point generique (x, y) de F sur un corps k de 
definition commun a A, B et F satisfait a k(x, y) = k(x); cette dernier e 
condition veut dire que Yindice de projection deF sur A est egal a 1 . On dira 
que F est definie sur k. Dans ces conditions on a dim(F) = dim (^4), 
et F et A sont birationnellement equivalent es. Si F(A) = B, on dit 
que F est une application rationnelle de A sur B. 

b) — Dans ces conditions un systeme de coordonnees homogenes (y 3 ) 
du point y = F(x) homologue du point generique x de A peut s'ecrire 
ty j = Pj(x), ou les P 5 - sont des formes de meme degre et a coefficients 
dans k en les coordonnees homogenes de x, et ou t est un facteur de 
proportionalite. Un point %' de A tel que les Pj(x') ne sont pas tous 
nuls a ainsi le point y' de coordonnees homogenes y- = Pj(x') pour 
homologue, et ce point y' est le seul homologue de x' , puisque, pour 
tout homologue y" de x' , (x f , y") est specialisation de (x, y) sur k; 
autrement dit on a y' = F(x'). Lorsqu'un point x' de A est tel qu'il 
existe un systeme de formes Pj de meme degre et a coefficients dans k 
tel que tyj == Pj(x) et que les Pj(x') ne soient pas tous nuls, on dit 
que Tapplication F est reguliere (ou definie) au point II est clair 
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que F est reguliere presque partout sur A. Lorsqu'on choisit des systemes 
de coordonnees affines, les coordonnees y i du point y = F(x) s'expriment 
sous la forme y i = R^x), ou les R i sont des fonctions rationnelles a 
coefficients dans k (si les hyperplans a Tinfini ont ete choisis rationnels 
sur k) en les coordonnees affines de x ; pour que F soit reguliere en un 
point %' de A et que F{x') soit a distance finie, il faut et il suffit qu'il 
existe un systeme de fonctions rationnelles R i a coefficients dans k 
telles que y t = R^x) et que les denominateurs des 7^ ne soient pas 
nuls en x' . 

c) — La composee (n° l,e)) de deux applications rationnelles E de A 
dans B et F de B dans C n'est pas necessairement une application 
rationnelle de A dans C (comme le montre Texemple de la projection 
stereographique d'une quadrique sur un plan). Mais cette correspondance 
admet pour composante la correspondance de point generique [x, F(E(x)) ) j 
qui est une application rationnelle de A dans C; par abus de notation 
on note celle ci F O E. Lorsque E est reguliere en x' 6 A et F reguliere 
en E(x') 6 B, alors FoE est reguliere en x' . 

d) - Une application rationnelle F de A dans B qui est definie sur k 
est determinee de fagon unique par sa «valeur» F(x) en un point generique 
x de A sur k. Lorsque F(x) est rationnel sur k, on a i 7 (% / ) = F(^) 
pour tout autre point x' de A, et F est dite une application constante; 
la reciproque se demontre facilement, en tenant compte du fait que k 
est algebriquement ferme dans k(x). 

e) — En particulier, lorsque B est la droife projective P v et qu'on 
a fait choix d'un systeme de coordonnees sur B (c'est-a-dire qu'on y a 
choisi les points 0, l,oo) les applications rationnelles F definies sur k 
de A dans P 1 sont en correspondance biunivoque avec la reunion du 
corps k(x) et du symbole oo; on les appelle les fonctions rationnelles 
sur A definies sur k (cf. § 2, n° 2, a)). Les fonctions rationnelles sur A 
definies sur k qui sont autres que la fonction constante de valeur oc 
forment done un corps isomorphe a k(x), les operations d'addition et de 
multiplication des fonctions etant definies par (F + G) (x) = F(x) + G(x) 
et (FG) (x) = F(x) G{x) ; on a alors (F + G) (x') = F{x') + G{x') et 
(FG) (x f ) =F{x') G{x') pour presque tout x' de ^4. Enfin, comme deux 
fonctions rationnelles sur A ont un corps de definition commun k', 
leur somme et leur produit sont definis (si elles sont distinctes de la 
constante oo) ; ceux-ci sont independants du choix de k' ; on en deduit 
que l'ensemble des fonctions rationnelles sur A (autres que la constante oo) 
est un corps, qui est un surcorps du domaine universel; et Ton voit 
aussitot que ce corps est isomorphe au corps absolu des fonctions 
rationnelles sur A (§7, n°l,e)). 

f) — On dit qu'une correspondance T entre deux varietes A et B 
est une correspondance birationnelle si T et T' 1 sont des applications 
rationnelles de A sur B et de B sur A. Les applications composees 
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ToT- 1 et T- 1 0 T (cf. c)) sont alorsles applications identiques (cest-a-dire 
les diagonales) de B et de A. L'on voit aussitot que, pour que A et B 
soient birationnellement equivalentes (cf. § 1, n° 3,e)), il faut et il suffit 
qu'il existe une correspondance birationnelle entre A et B. On dit 
qu'une correspondance birationnelle T est bireguliere au point %' de A 
si T et T- 1 sont regulieres en %' et en T(x') ; la correspondance T est 
bireguliere presque partout sur A, et T' 1 sur 5. 

4 — Correspondance d'incidence d'un systeme algebrique de cycles. 

a) - Soient U une variete projective, (S) un systeme algebrique de 
cycles positifs portes par U, et M Tensemble algebrique associe a (5) 
(§9, n°6,a)); pour y dans M, notons Z(y) le cycle correspondant a y. 
Dans le produit MxU lensemble des couples (t, x) tels que% £ Supp (Z(Q) 
est un ensemble algebrique T (§ 9, n° 7, g)) ; on l'appelle la correspondance 
coincidence du systeme (S). L ensemble algebrique p%(T) est appele 
le support du systeme (S); c'est la reunion des supports des cycles 
appartenant a (5). 

b) - Supposons maintenant que (5) soit un systeme irredudible, 
que U soit son support, et que le cycle generique Z(t) de (5) sur k ait 
son support irreductible sur k(t) [k designant un corps de definition 
commun a U et (S)). Mors le point de Chow t de Z(t) est un point 
generique de M sur k, et, si x designe un point generique de Supp(Z(*)) 
sur k(t), alors le lieu V de (t, x) sur k est contenu dans la correspondance 
d'incidence T. Mais le resultat h) du § 9, n° 7 montre que, si (f, xj 
est un point quelconque de T, il existe un point de T de la forme (t, x) 
tel que (t f , %') soit specialisation de (t, x) sur k; comme (t, x) est lui 
meme specialisation de (t, x) sur k, on en conclut que T = T', et que 
la correspondance d'incidence T est irreductible. 

c) - Dans ce dernier cas Ton peut appliquer le principe de decompte 
des constantes (n° 2,b)). Notons i la dimension du systeme (irreductible 
d'apres le critere du n° 2,b)) des cycles Z de (5) contenant un point 
generique donne de U. On a alors, pour Z € (S) : 

dim(T) = dim(LT) + i = dim(S) + dim (Supp (X)) . 

d) - On dit qu'un systeme (S) de cycles positifs portes par une 
variete U est involutif s'il satisfait aux conditions enoncees en b) et si 
la correspondance T' 1 reciproque de sa correspondance d'incidence Test 
une application rationnelle de U sur M; alors, par un point generique 
de U, il passe un cycle de (5) et un seul. En ce cas onai = 0 et 
dim (£7) = dim(S) + dim(Z) (Z 6 (S)) . 
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Chapitre II. 

Geometrie algebrique locale. 

Multiplicites d'intersection. 

§ 1 — L'anneau local d'un point, ou d'une sous variete. 
1 — Definitions. 

a) — Soient V une ^-variete affine et P un point de V. Dans le 
corps F k (V) des fonctions rationnelles sur V definies sur k, r ensemble 
des fonctions de la forme ajb ou a et b sont des polynomes tels que b 
ne soit pas nul en P est un sous-anneau de F k (V), admettant F k (V) 
pour corps des fractions. On appelle ce sous anneau l'anneau local de P 
sur V, ou de V en P, relatif a k, et on le note o k (P; V). Dans cet anneau 
les fonctions nulles en P forment un ideal, notem fc (P; V), et les elements 
du complement de cet ideal sont les elements inversibles de o k (P; V); 
done xn k (P; V) est V unique ideal maximal de o k (P; V), et ceci justifie 
le nom d'anneau local (R. a.). Si nous designons par £ l'anneau de 
coordonnees de V relatif a k, et par p l'ideal premier des elements de (£ 
qui s'annulent en P, o k (P; V) n'est autre que l'anneau des fractions 

et r ideal m k (P; V) est egal a p^; ceci montre que o k (P; V) est un 
anneau noetherien. 

b) — Designons maintenant par W le lieu de P sur k; l'anneau local 
o fc (P; V) est evidemment l'ensemble des fonctions rationnelles ajb sur V 
dont le denominateur b n'est pas identiquement nul sur W. On dit 
aussi que o fc (P; V) est l'anneau local de W sur V , ou de V en W, ou 
de V le long de W, relatif a k; on le note aussi 0 k (W; V); on note aussi 
Tttftt^j V) l'ideal maximal de x> k (W\ V). II est clair que toute sous 
^-variete W de V admet un anneau local sur V, Si W est une sous 
^-variete de W, l'anneau o k (W ; V) est un sous anneau de o k (W; V); 
plus precisement o k (W; V) est l'anneau des fractions de o k (W ; V) 
relatif a l'ideal premier engendre dans o k (W ; V) par l'ideal premier 
de W. Notre premiere assertion s'enonce aussi sous la forme: si P' 
est une specialisation de P sur k, l'anneau local de P' sur V est un 
sous-anneau de l'anneau local de P sur V; la reciproque en est facile. 
Etant donnees trois &-varietes W',W,V telles que W C W C V, l'anneau 
local Q k (W ; W) est isomorphe a l'anneau quotient de t> k (W; V) par 
l'ideal premier forme par les fonctions de o k (W ; V) qui sont identique- 
ment nulles sur W \ on dit que cet ideal est l'ideal premier de W dans 
0 k (W; V). En particulier o k (W; W), qui est le corps des fonctions 
rationnelles sur W (definies sur k), est isomorphe au corps residuel 
9 h (W; V)/m h (W; V). 

c) — On remarquera que si Ton a quatre ^-varietes A, B, C, D telles 
que A C B C C C D, Ton passe de o k (A ; D) a o k (B ; C) soit par formation 
de l'anneau quotient Q k (A ; C) puis par formation de l'anneau de fractions 



60 



II. § 1. L'anneau local d'un point, ou d'une sous-variete. 



0 (B - C) - soit par formation de l'anneau de fractions 0 k {B; D) puis 
p*ar formation de l'anneau quotient o k (B; C). Ceci est un cas particular 
de la permutabilite de ces deux operations (R. b.). 

d) - Soit F une application rationnelle (chap. I, § 10, n° 3) defmie 
sur k d'une &-variete V sur une £-variete V\ Les coordonnees affines (y } ) 
de l'homologue F(P) d'un point generique P de V sur Asont desjonctions 
rationnelles y, = F,(x) des coordonnees affines (x) de P. Nous 
identifions k(x) au corps des fonctions rationnelles sur V defimes sur k. 
II resulte alors du chap. I, § 10, n° 3 que, pour que F soit reguhere en 
un point P de V, il faut et il suffit que les F,{x) appartiennent d l'anneau 
local o k (P; V) ; c'est le cas pour tout point P de V lorsque F est une 
projection affine. Si F est reguliere en P, on a 0 k (F{P) ; V) C o k {P; V). 
Supposons de plus que F soit une correspondance btrationnelle; pour 
que F soit bireguliere au point P de V, il faut et il suffit que les anneaux 
locaux o k (P ; V) et o k {F(P) ; V) soient 

e) - Etudions maintenant le cas projectif (le cas multiprojectil se 
traitant de facon analogue). Considerons deux A-varietes projectives V 
et W telles que W C V. Soit (*) un point generique homogene de V sur k. 
On appelle anneau local de W sur V l'ensemble des quotients F{x)jG(x) 
de formes de meme degre telles que G(x) n'appartienne pas a l'ideal 
homogene de W. II est clair que c'est bien la un anneau local; et l'on 
voit sans peine que, pour tout choix de coordonnees affines pour les- 
quelles V et W sont a distance finie, cet anneau est isomorphe a o k (W; V). 

2 — Dimension des anneaux locaux. 

a) - Soient V et W deux fc-varietes telles que W C V. La dimension 
de l'anneau local o k (W; V) (R. a.) est egale a dim (7) - dim(W). Notons 
en effet r la dimension de o = 0 k (W; V), et soit (u v . . . , u r ) un systeme 
de parametres de o (R. a.). Notons £ l'anneau de coordonnees affines 
de V, et p l'ideal premier de W dans £; par multiplication des u t par des 
elements inversibles de o, on peut supposer qu'ils appartiennent a £. 
Alors les u- sont les fonctions induites sur V par les equations de r 
hypersurfaces H t . Comme l'ideal K, . . . , u r ) est primaire pour 
m = p . 0 = p . £ W est une composante de H x r\ • • • nH r r\ V; 
d'ou dim (W) S dim (V) -r (chap. I, §5,f)). Inversement l'on peut 
definir une suite H V ...,H Q (q = dim(F) - Aim(W)) d'hypersurfaces 
contenant toutes W et telles que toutes les composantes de 
V r\H 1 r\. . .r\Hi soient de dimension dim (V) - i pour t=l,...,q 
(chap. I, § 5,g)) ; alors l'ideal p de W est l'un des ideaux premiers isoles 
de l'ideal {u v ...,«,) de « engendre par les fonctions induites sur V 
par les equations des H{, autrement dit l'ideal {u v ..,.,«<,) de 0 est 
primaire pour m, et l'on a r ^ q = dim (7) - dim(TT) ; c.q.f.d. 

b) - Les ideaux premiers de 0 correspondent aux A-vanetes U telles 
que WCUCV. Comme toute suite croissante de telles varietes a auplus 
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dim (F) — dim (W) + 1 termes distincts, ce maximum etant atteint 
(chap. I, §5,g).), toute chame PiCp 2 C* * \Cp s d'ideaux premiers de o 
a au plus dim(F) — dim(TF) +1 termes distincts, ce maximum etant 
atteint. Done la dimension de o au sens de Krull (R. a.) est egale a 
dim(F) — dim(W), e'est-a-dhc a la dimension de o au sens de Che- 
valley. L'identite de ces deux notions de dimension est d'ailleurs 
vraie pour tout anneau local noetherien, mais la demonstration en est 
bien plus compliquee (R. a.). 

c) — Soient V et W deux &-varietes telles que W C V, (x lf . . . , x n ) 
et (x' 1} . . . , x' n ) des points generiques de V et W sur k. Supposons, 
pour fixer les idees, que {%[, . . . , x' d ) torment une base de transcendance 
de k(x') sur k. Comme {%') est une specialisation de (x) sur k, les elements 
(x v . . . , x d ) sont algebriquement independants sur k; nous pouvons 
done identifier %\ a x i pour 1 <^ i g d. L'anneau local o k (W; V) contient 
le corps k(x 1} . . . , x d ) = K. Ceci etant, si V° et W° designent les lieux 
de (x) et de {%') sur K, les anneau x locaux o ]c (W; V) et 0 K (W°; V°) 
coincident; en effet l'anneau de coordonnees de V° et r ideal premier p° 
de W° dans s'obtiennent a partir de Tanneau de coordonnees (£ de V 
et de 1' ideal premier p de W dans £ par extension du corps de base de k 
en K, et, comme K est contenu dans t> h {W) V), notre assertion s'ensuit. 
Comme W° est de dimension 0, on dit que le procede que nous venons 
de decrire est un procede de reduction a la dimension 0. 

3 — Extension du corps de definition. 

Considerons deux varietes absolues V, W definies sur k et telles que 
W C V] soit o l'anneau local o k (W; V). Si k' est un surcorps de k, Ton 
peut aussi considerer l'anneau local o r = o k '(W', V). Rappelons 
(chap. I, § 7, n° 1) que l'anneau de coordonnees £' de V sur k' est 
l'algebre obtenue par extension a k' du corps d'operateurs k de 

l'anneau de coordonnees £ de V sur k, et que l'ideal premier p' de W 
dans £' est l'ideal S'p engendre par l'ideal premier p de W dans C 
II n'en resulte pas que Ton ait o' = O(^) (il n'en est meme pas ainsi 
lorsque W= V et o et que o' sont des corps). Nous etudierons plus loin 
(n° 4), avec plus de details, les relations entre o et o r (ou plutot entre 
leurs completes). Notons seulement les proprietes suivantes (ou m et m' 
designent les ideaux maximaux de o et o r ) : 

m' = o'm . (1) 

Si q est primaire pour m, o'q est primaire pour m' . (2) 

Pour tout entier n, on a m n = o r\ m' n . (3) 

La seule affirmation non triviale est qu'un element a de vr\va' n est dans m n . 
Par multiplication par un element inversible de o Ton peut supposer que a £ <L 
On a alors va = 2J u i m i> ou v es ^ un element de (E' inversible dans 0', ou ^ 
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et ou mi e m n Decomposons v et les u { au moyen d'une base (lineaire) (q) de ¥ 
sur k, soit v = Ze j v j , H = E*Mi> avec L ' un aU m ° inS deS Vj 

n'appartient pas I p, sinon v appartiendrait ap' = <S'p et ne serait pas inversible 

dans 0'. D'ou, pour cet indice /, Vj a = Z "K m i> ce <l ui montre que ^ € P ' 

i 

que a £ m™. 

Si Ton prend pour le domaine universel U, l'anneau local o v (W; V) 
s'appelle Z'«n««a« local absolu de sur V, ou de F en W, ou de 7 le 
long de W; on le note o(W;V). 

4 Anneaux locaux completes. 

a) - L'anneau local 0 k (W; V) peut etre com^Mtf par rapport a la 
topologie definie par les puissances de son ideal maximal. On obtient 
ainsi un anneau local complet, qu'on note » k (W; V), et qu'on appelle 
l'anneau local complete de W sur V, ou de V en W, ou de V le long de W 
(R. a.). Les anneaux o k (W; V) et o k (W; V) ont meme dimension (R. a.). 
On dit que V est analytiquement irreductible en W si o k (W; V) n'a pas 
de diviseurs de zero. 

b) - La consideration des anneaux locaux completes va nous avoir 
une utilite immediate dans l'etude des extensions du corps de definition 
et dans celle des varietes produits. Remarquons d'abord que tout 
anneau local o de la forme o k (W; V) contient un corps K tel que o/m 
(m- ideal maximal de o) soit une extension algebrique finie de l'imagft 
(isomorphe) de K dans o/m (cf. n° 2,c)). Nous appellerons K un corps 
de base de o. Les anneaux o/m- (ou o/o • m») sont des algebres de 
dimension finie sur K. 

c) - Application a V extension du corps de definition. Supposons 
que V et W sont des varietes definies sur h telles que WC V, et que V 
est un surcorps de k. Si K est un corps de base de o = 0 k {W; V), alors 
K' = k'(K) est un corps de base de ©' = o k W, V). Notons m et m' les 
ideaux maximaux de o et o'. Nous allons montrer que l'algebre o'/m « 
s'obtient a partir de o/m 3 par extension a K' du corps de base K. 

Soient en effet £ et €' les anneaux de coordonnees de V sur k et *'. Consid6rons 
(cf n° 2 c)) l'anneau © = K[£] et son extension ©' = © (j T) = K [«] - K J. 
Les ideaux premiers p et «'p de FT dans C et «' engendrent dans © et © des 
ideaux maximaux V et On a 0 = ©„, o' = ©„ m - J 0 m' = 0 » = 0 P. 
Comme p et x>' sont maximaux, les anneaux o/m» et ©/»» d'une part, 0 /m et 

= ©7©'t)« de l'autre, sont isomorphes. D'ou notre assertion. 
Done l'»#« co^fe'fe' o', qui est la limite projective des anneaux 
O'/m'" e'est-a-dire des produits tensoriels (o/m")® x K', est le ^roi«»t 
tensoriel complete o® K K' (R. b.). D'autre part les a n« e a«% gra^s 
associis a o' (grace auxquels se calculent les multiplicites ; cf. §5) se 
deduisent des anneaux analogues relatifs a 0 par extension du corps 
de base (remplacer m par un ideal q primaire pour m) (R. a). 
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d) — Application aux varietes produits. — Soient V, W , V°, W° 
quatre varietes definies sur k et telles que W CV et W°CV°; posons 
= Vk{W\ V), o° = o k (W°; V°), et notons m et m° les ideaux maximaux 
de ces deux anneaux. Nous pouvons supposer que les corps des fonctions 
rationnelles sur V et F° sont lineairement disjoints (chap. I, § 7, n° 3,b)) : 
alors des corps de base K et K° de o et o° sont lineairement disjoints 
sur k. Comme V x V° et W x W° sont des varietes definies sur k 
(chap. I, §7, n°3,b)), l'anneau local 9t = t> k (W x W°; V x V°) est 
defini ; il contient o et 0°, et son ideal maximal 9ft est engendre par m 
et m°; il admet L = K(K°) pour corps de base. Nous allons montrer 
que 9^ s'obtient a partir de o et o° par « extension des corps de base», 
pais par formation d'un produit tensoriel complete. Plus precisement: 

9? = (o ® K L) ® L (o 0 ®*. L) . (1) 

En effet, comme ci dessus, Ton considere les anneaux de coordonnees (£ et (£° 
de V et V° sur k, et les anneaux §> = K[C], §>° = et <g = L[<£, <£ 0 ]. Les 

ideaux premiers de W, W° et WX W° y engendrent des ideaux maximaux x>, X>° 
et m, ce dernier etant engendre par x> et x>°. Alors 9^/(9^ • X> n + 9t • t) 0w ) est iso- 
morphic a <£/(<£ . t>w -f <g . t) on) ) c'est-a-dire a @>(L)® L®(L))I{& ' V n + ^-t) ow ), ou a 
{®(L)l®(L)V n ) ®i(^(°L)/^( 0 i)^ ow )^ ou encore a (5)/D n )(i) ®i(^> 0,l ) ) ou enfin a 
(o/m w )(X) ®L{o°lm on )(L)' Ceci demontre notre assertion puisque 9^ est limite pro- 
jective des algebres 9ty(9t • X> n + 91 • t> on ). 

§ 2 — Points normaux. 
1 — Definitions. 

a) — On dit qu'un point P d'une ^-variete V (resp. une sous variete 
W de V) est k-normal, ou que F est k-normale en P (resp. £w W) si 
l'anneau local o fc (P; F) (resp. 0^(17; F)) est integralement clos (R. a.). 
Une variete (absolue) V est dite absolument normale (ou normale si 
aucune confusion n'est a craindre) en une sous- variete W si V est 
^-normale en IF pour tout corps k de definition commun a V et W. 

b) — Lorsque F est une k- variete affinement (ou projectivement) 
normale sur k (chap. I, §6, a)), alors tout point P de V est ^-normal, 
puisque tout anneau de fractions d'un anneau integralement clos est 
integralement clos (R. b.). Reciproquement si tous les points de 
dimension 0 (sur k) d'une ^-variete affine V sont ^-normaux, alors V 
est affinement normale sur k (R. c). Par contre une k- variete projective 
peut fort bien etre ^-normale en tous ses points sans etre projectivement 
normale sur k (par exemple la courbe de point generique homogene 
(w 4 , ifiv, uv 3 , v*)). Une ^-variete projective est dite k-normale, ou locale- 
ment normale sur k, si tous ses points sont ^-normaux; il faut et il 
suffit pour cela que tous ses points de dimension 0 (sur k) soient 
^-normaux, ou encore que V soit affinement normale sur k pour tout 
choix de coordonnees af fines. Pour que la ^-variete projective F soit 
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fe-normale, il faut et il suffit que le conducteur f de la cloture integrale 
de l'anneau de coordonnees homogenes £ = k[x 0 , ...,*»] de 7 sort 
un ideal improfre, c'est-a-dire contienne une puissance de l'ideal 

q = [x 0 , ...,*») (R- d.). 

En effet pour la suffisance, on remarque que tout ideal premier homogene 
non impropre p de € satisfait a fdp: done est integralement clos (en tant 
qu'anneau de fractions de la cloture integrale de «), et aussi son sous-anneau c 
des elements homogenes et de degre 0 (qui est l'anneau local de la sous-variete 
correspondant a p). Reciproqueinent supposons que V soit A-normale, et soit 
a(x)Mx) un element de *(*„ ...,*„) qui soit entier sur k[x 0 , ...,*„]; comme au 
cnap I 56c) on peut supposer que cet element est homogene, c'est-a-dire que 
a(x)ei b(x) sont des formes; on voit alors aussitot que d"(a) >d°(b); posons 
g = L d °l a ) — d°(b) Soit t une forme lineaire en les x h que nous prenons pour 
(Sanation de l'hyperplan a l'infini; on voit aussitot que a( X )jm(x) est entier sur 
l'anneau de coordonnees affines *[*„/'. .... x n jf}, et done lui appartient d'apres 
1'hypothese. II existe par suite un exposant r tel que f'a(*)/6(*) € «. et done auss! 
un exposant s tel que q*a(x)/b(x) 6 «. Comme la cloture integrale de £ est un 
g-module de type fini, notre assertion est demontree. 

c) - L'invariance des anneaux locaux par transformation bi- 
rationnelle bireguliere montre l'invariance bireguliere de la notion de 

locale normalite. r 

d) - Remarquons que, si V et W sont deux fe-vanetes telles que 
WCV et que V soit fc-normale en W, l'anneau local o k (W; V) est iso- 
morphe a un anneau local de la forme o k (W ; V) ou V est affinement 
normale sur k; il suffit de prendre pour V un modele normal affme 
(chap I § 6 b)) de V, car o k (W; V) est alors un anneau de fractions d' p - 
de l'anneau de coordonnees affines £' de V. Les proprietes demontrees 
au chap. I, § 7, n° 4 montrent done que, si V et W sont des vanetes 
telles que W C V et que V soit normale en W sur un corps k de definition 
commun a V et W, alors V est normale en W sur tout corps k' de 
definition de V et W contenu dans h. et sur toute extension k" de k 
admettant une base de transcendance separante; en particulier, pour 
que V soit absolument normale en W, il faut et il suffit que V soit 
normale en W sur un corps parfait de definition commun k V et W. 
D'autre part le chap. I, § 1, n° 5 montre que, si W CV et W C V 
sont des varietes, et si V et V sont normales (sur ft) en W et W , alors 
leur produit V x V est normal (sur k) en W X W. 

e) - Si V est normale (sur k) en W, et si U est une sous-ft-vanete 
de V contenant W, alors V est normale (sur k) en U; en effet (R. b.) 
tout anneau de fractions d'un anneau integralement clos est integralement 
clos, et on applique le § 1, n° l,b). 

2 — Correspondance entre une fe-variete et un modele normal associe. 

a) - Nous allons maintenant etudier de plus pres la correspondance 
entre une fe-variete V et un modele normal associe V° de V. Comme 
nous avons en vue une etude locale, nous pouvons nous placer dans 
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Tespace affine; en effet, comme l'anneau de coordonnees de V° est 
entier sur celui de V, aucun point a distance finie de V ri est projection 
dun point a Tinfini de V° (cf. chap. I, § 4, n° 3, remarque 1). Notons 
£ et £° les anneaux de coordonnees affines de V et V°, (£° etant la 
cloture integrale de £, et p la projection de V° sur V. Si W est une 
sous &-variete de V et si p designe son ideal premier dans S, l'ensemble 
algebrique p~\W) correspond a l'ideal £ 0 p, et ses composantes W { 
aux ideaux premiers isoles p ?; de £°p. Un ideal premier p de &° tel que 
p r\ £ = p figure parmi les p f (R. a.) ; et la &-variete correspondante 
a meme dimension que sa projection W, puisque £°/p est entier sur 
£/p _(R. b.). Si un ideal p tf etait tel que p f nS+p, on aurait 
dim(fl^) < dim(W) contrairement au theoreme sur les dimensions 
d'intersection. Done les p i ne sont autres que les ideaux premiers p 
de £° tels que pn€ = p.En termes geometriques toutes les composantes 
W i de ^(WQ ont meme dimension que W et admettent W pour projection. 

b) — Avec les memes notations considerons maintenant les anneaux 
locaux o = C p de W sur V et o f = £° de W i sur F°. Comme les o f 
sont integralement clos, leur intersection S contient la cloture integrale o' 
de o. D'autre part Ton voit aisement que 9> = ou S' est le comple- 
ment de U Pi dans S°, et que o' = &° s ou 5 = S - p. Or, pour s' g S', 

aucun ideal premier p de S°s' n'est tel que pn&Cp, sinon p serait 
contenu dans un p f (R. c). D'ou aisement (£°s'n£([p et Ton a 
== ^!s'> e'est-a-dire o' = f| 0,-. Les ideaux maximaux m, des o,- 

i 

induisent sur o' des ideaux maximaux m- tous distincts (puisque les 
traces des n\ sur £° sont toutes distinctes) ; les m • sont les seuls ideaux 
maximaux de o', et Ton a o i = o^. Le complete de l'anneau semi- 
local o' est isomorphe au compose direct des completes des o,. 

c) - En particulier lorsque V est normale en W, on a o = o' et p~ 1 (W) 
se reduit a une composante W ; la projection p est bireguliere au point gene- 
rique de W. Lorsque V est normale la projection p est part out bireguliere. 

d) — Les points de V° ou p n'est pas bireguliere ont pour projections 
les points non normaux de V. Ceux-ci forment done un sous-ensemble 
algebrique F de V, appele Y ensemble anormal de V. Cet ensemble est 
defini par le conducteur f de la cloture integrale £° de S. 

En effet si p est un ideal premier de £ ne contenant pas f, £ p est integralement 
clos: si ajb est entier sur <E p , il existe 5 dans <£ — p tel que sa/b soit entier sur (E; 
alors, en prenant s' dans f r\ (<£ — p), on a £ (E, et a/6 £ £ p . Reciproquement, 

si est integralement clos, il contient et tout element de £° admet un de- 
nominateur dans £ — p ; comme <£° est un (^-module de type fini, ceci montre 
que f A — P) n'est pas vide. 

Ce resultat s'etend sans peine au cas projectif (et redemontre la 
caracterisation algebrique des varietes projectives localement normales 
donnee au n° l,b)). 

Ergebn. d. Mathem. N. F. H. 4, Samuel. 5 
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3 — Theoremes d'irreductibilite et de normalite analytiques. 

a) - Nous demontrerons d'abord le resultat purement algebrique 
suivant : 

Soient o un anneau d'integrite local et integralement clos, o son complete, 
o' la cldture integrate de o dans son anneau total de fractions. S'll existe 
un element d*0 de o tel que d CO et que, four tout idial premier p, 
deod, n'ait pas d' elements nilpotents, alors o est un anneau d'mtegnte 
integralement clos. 

En effet pour tout ideal premier p° de o d, p° rs 0 est un ideal premier p 
de od- done p est isole, et O p est l'anneau d'une valuation discrete (R. a.) ; 
ainsi p« est un ideal premier isole de vd et de o • p. Formons^ l'anneau 
de fractions ty (R. b.) ; soit «(p,«f P< 2) * existe c dans o - p° tel 
que C p»cB« (prendre c = xy oh x € (oa : p) - p et ou y est un element 
non contenu dans p» de l'intersection des ideaux premiere de 0 -J 
distincts de p°). Done, en notant h Implication canomque de o dans ty 
(R b ) l'ideal maximal de o„. est engendre par h(a), et o p . est l'anneau 
d'une 'valuation discrete v. Posons w = voh, et soit w(i)-s; ceci 
veut dire que €p°( s >, ^P°< s+1) > les ideaux primaires pour p° etant 
ses puissances symboliques. Pour tout element z de o', onai Z = y € o ; 
comme * est entier sur 0, on a w(y) £ *. Comme ceci est vrai pour tout 
ideal premier p, de orf (et qu'on a orf = fl i d™se y dans 0, 

et Ton zy = dz' avec z' £o. Comme 0 est un anneau d'integrite, d n'est 
pas diviseur de zero dans 3 (R. c.), m done dans o' ; ainsi, de d(z - z') = 0, 
on deduit que z = z' € 0 ; d'ou o = o'. 

Or il resulte de ce qui a ete vu que le noyau D 4 de A est jm ideal 
premier et est l'intersection des puissances symboliques de p,. On a 
done (en ecrivant P< =p^o), pour tout exposant n, 0^ = 0-0^ 
= o • I n = o • ( fl pf s(,;)) ^ (d'apres la decomposition d un ideal 

principal dans l'anneau integralement clos o ; (cf. R. a.)) = H pf s(l)) 5 fl Pi- 
Par consequent fl* est contenu dans l'intersection des puissances de 
l'ideal maximal de 6; done rn>,= (0) (R- d.). et 0 n'a pas d'elements 

i 

nilpotents. 

Enfin comme l'anneau total des fractions S de 0 n'a pas d'elements 
nilpotents, e'est un compose direct de corps. La decomposition corres- 
pondante 1 = e 1 +. • • • + e h de 1 en idempotents orthogonaux montre 
que les * sont entiers sur o (car ef - ^=1), done appartiennent a o 
(car o' = o) Mais, comme un anneau local n'a d'autres idempotents 
que 0 et 1, on en deduit que h=l, que S est un corps, et que o est un 
anneau d'integrite integralement clos; c.q.f.d. 
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b) — Montrons maintenant que la premiere hypothese enoncee en a) 
est verifiee dans le cas geometrique. Plus precisement: 

Si 0 est un anneau local de la forme o k (W; V), et si [k : k p ] est fini 
(ft: exftosant caracteristique de k), il existe un element non nul d de o 
tel que ^o'Co. 

Soit en effet K un corps de base de 0 (§ 1, n° 4,b)); le degre [K : K v ] 
est fini. Soit (x v . . . , x q ) un systeme de parametres de o ; ces elements 
sont analytiquement independants sur K; V anneau de fractions 
r = {K[x x , . . . , tfj)^,....,^) es t un ann eau local contenu dans o. Son 
complete f est r anneau de series formelles K[[x ± , . . . , x Q ]], et o est 
entier (et fini) sur r. Comme [K : K v ] est fini, r est un «noyau» (R. e.) 
et l'Algebre (R. f .) montre que, pour toute base (z?) du corps des fractions 
de o sur celui de r, il existe un element non nul d de r tel que 
d • o' C 2J * ' z i- En prenant les 'z t dans o, notre assertion est demontree. 

i 

c) — Occupons nous maintenant de la seconde hypothese. On a: 
Pour tout anneau local 0 de la forme O^W] V), o na pas d' elements 

nilftotents (theoreme de Chevalley). 

Soit en effet a un element nilpotent de o. Comme aucun element 
x 4= 0 de o n'est diviseur de zero dans o (R. c,), on peut considerer 
r element ajx de 1' anneau total des fractions de o. Comme ajx est 
nilpotent, il est entier sur o; d'ou da/x £ o d'apres b). Si nous prenons 
x = y n ou y est un element non nul de Tideal maximal m de o (ceci exclut 

CO 

le cas trivial ou o est un corps), on en deduit da 6 fl 0 ■ m n = (0) (R. d.). 

D'ou a = 0 (R. c). 

d) — On peut alors enoncer le theoreme suivant, du a Zariski: 
Si une k-variete V est k-normale en une sous-k-variete W, alors V est 

analytiquement irreductible (§1, n°4,a)) et « analytiquement normale» en W. 

La phrase «V est analytiquement normale en W» veut, naturelle- 
ment, dire que le complete de 0 k (W; V) est un anneau d'integrite 
integralement clos. 

e) — Remarquons enfin que, pour un anneau local o de la forme 
o k (W; V), les operations de completion et de cloture integrale sont 
permutables. En effet notons o' la cloture integrale de o (c'est un anneau 
semi-local), c(o) et c(o') les completes de o et o', et c(o)' la cloture 
integrale de c(o) (dans son anneau total de fractions A). D'apres b) 
il existe d 4= 0 dans o tel que d • c(o)' C c(o) ; on a done aussi d • o' C 0, 
car o est Tintersection de son corps des fractions avec c(o) (R. c). Par 
completion Ton obtient d • c(o') C c(o) ce qui montre que c(o') s'identifie 
a un sous-anneau de A ; et Ton voit que c(o') est entier sur c(o). II ne 
reste plus qu'a montrer que c(o') est integralement clos; or e'est un 
anneau semi-local compose direct d'anneaux locaux complets (n°2,b)), 
et ceux-ci sont des anneaux d'integrite integralement clos d'apres d). 

5* 



S8 



II. § 3. Cone des tangentes. Espace tangent de Zariski. 



4 — Regularity des applications rationnelles en un point normal. 

Soit F une application rationnelle d'une ft-variete V dans une 
ft-variete projective W. Si P est un point normal de V tel que F(P) 
(= pr w (F r\{P x W)) se reduise a un nombre fini de points, alors F est 
reguliere en P, et F{P) se reduit a un point. Soit en effet P un point 
generique de V sur ft. Choisissons un systeme de coordonnees affmes 
tel que les points composant F(P) soient tous_a distance finie. Mors 
toutes les specialisations de F(P) prolongeant P^P sont times. Done 
les coordonnees de F(P) sont entieres sur o k (P; V) (R. a.). Comme cet 
anneau est integralement clos, la conclusion s'ensuit. 

§ 3 — Cone des tangentes. Espace tangent de Zariski. 

a) - Soient V une ft-variete, P un point de V rationnel sur ft, 
0 = o k (P; V) F anneau local de P sur V (relatif a ft), et m son ideal 
maximal- le corps residuel o/m est isomorphe a ft. Si [a 1} . . . , a n ) sont 
les coordonnees affines de P, m est engendre par les fonctions *, - a if 
on les xt sont les fonctions induites sur V par les coordonnees X { . Formons 

l'anneau gradue F(nt) = £ m-/m- +1 associe a o; il est engendre sur ft 
par les classes % - a t ) des (*, - a,) mod. m^; e'est done un quotient 
de l'anneau de polynomes k[Y v . . . ,Y n ] (Y, = X, - a t ) par un ideal 
homogene a. L'ensemble algebrique C defini par a est un cone de 
sommet P, appele le cdne des tangentes a V en P. La variete lmeaire Z 
definie par l'annulation des formes lineaires contenues dans a contient C ; 
elle est canoniquement isomorphe au dual de l'espace vectonel m/m 
(sur k)- on l'appelle I'esface tangent de Zariski a V en P; d'apres la 
definition de Z, les varietes lineaires contenant P et transversales a Z 
ne sont autres que celles dont les equations engendrent tn mod. m 2 , 
e'est-a-dire celles dont les equations engendrent m (R. a.). Ainsi, en 
prenant les Y i = X l -a i pour variables, on obtient un systeme 
d'equations de l'espace tangent Z en prenant un systeme d equations 
IF (X) = 0) de V et en annulant les formes lineaires des polynomes 
F*{X - a) ; en d'autres termes un systeme d'equations de Z s'ecrit 

i = 1 

L'espace Z n'est pas necessairement la variete lineaire engendree par le c6ne C 
comme le montre l'exemple de l'origine 0 sur la courbe plane (Y X =0) 
(ou Z est le plan tout entier, et ou C est l'axe OX). 

b) - Lorsque a est un ideal premier, F(m) est un anneau d'integrite, 
et 0, qui admet aussi F(m) pour anneau gradue associe, est un anneau 
d'integrite (R. b.) ; done V est analytiquement irreductible en P. Si, de 
plus, P est un point normal de C, F(m) est integralement clos, et done 
auss'i o et o (R. c) ; ainsi P est un point normal de V. 
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c) — Justifions maintenant le nom de cone des tangentes en montrant 
que C est la reunion des «secantes limites» de V passant par P. Notons 
P un point generique de V sur k; on appelle secante limite a V par P 
toute specialisation D de la droite PP prolongeant la specialisation 
P -> P (sur k). Pour alleger nous mettrons Torigine des coordonnees en P. 
Soient (x^ les coordonnees affines de P; tout point generique (y) de PP 
est de la forme y i = tx i (t: transcendant sur k(x)), et, pour que (y f ) 
soit un point d'une secante limite en P, il faut et il suffit qu'il existe 
une specialisation de la forme (0, y' , f) de {%, y, t) sur k. Si if est fini, 
on a y\ = 0. Done, pour que le point (y f ) soit distinct de l'origine P, 
il faut que t' = oo ; en d'autres termes les points (y f ) des secantes limites 
en P (a Texception eventuelle de P) sont ceux tels que (0, y' , 0) soit 
specialisation de [%, y, u) sur k, ou u = 1/t, e'est-a-dire x i — uy t . Les 
relations algebriques satisfaites par (x, y, u) sur k sont toutes consequences 
des relations x i = uy i et des relations F(uy v . . . , uy n ) = 0 ou F 
appartient a Tideal de V sur k\ une relation de ce type s'ecrit, puisque 
u 4= 0 par hypothese 

F*(y) + «Fd+i(y) + ■ • * + u s F d + s (y) = o 

ou F 3 designe la forme de degre j de F. On en deduit que les points (y r ) 
sont ceux qui satisfont a toutes les equations F d (y') = 0, e'est-a-dire 
ceux qui annulent les formes de plus bas degres de toutes les equations 
de V. D'autre part le cone des tangentes C est, par definition, defini 
par l'annulation des formes G(X 1} . . . , X n ) telles que G(x) £m d °( G) + 1 . 
Et Ton constate aisement que les formes F d sont les memes que les 
formes G; c.q.f.d. 

d) — Ce qui vient d'etre vu montre que, si V est une hyper surface 
d'equation F(X) = 0 et passant par Torigine, son cone des tangentes C 
est defini par Tannulation de la forme de plus bas degre de F. 

e) — Avec les notations de c) le lieu R du point (x, y, u) sur k (x { = uy>) 
est de dimension d + 1 (^ = dim(F)) car u est transcendant sur k(x). 
Done sa section par Thyperplan U = 0, qui est affinement isomorphe 
a C, a toutes ses composantes de dimension d, puisqu'aucune n'est 
egale a R. Done le cone des tangentes C a V en P est un k- ensemble 
equidimensionnel de dimension dim(F). 

f) — Considerons maintenant une sous k-variete W de V passant 
par P. L'anneau local o' de P sur W est isomorphe au quotient o/p 
de Tanneau local o de P sur V par Tideal premier p de W (§ 1, n° l,b)). 
Son anneau gradue associe F(m') (m' = m/p) est alors canoniquement 
isomorphe a un quotient de F(m) (par Tapplication canonique de 
m n /m n+1 sur (m n + p)/(m n+1 + p)). Done le cone des tangentes C' a W 
en P est contenu dans le cone des tangentes C a V en P. Ceci peut 
aussi se deduire de c). 
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g) _ Si p est une projection de V sur V , 1' anneau local o' de P' = p(P) 
sur V est un sous-anneau de o, et l'on a m' n Cm w , tn' designant l'ideal 
maximal de o'. II existe alors une application canonique de m' n jm' n+1 
dans m n /m n+1 , done de P(m') dans F(m) , et un anneau quotient de F(m') 
est canoniquement isomorphe a un sous-anneau de F(m). En termes 
geometriques ceci veut dire que le cone des tangentes C a V en P' 
contient la projection p(C) du cone des tangentes C a V en P. Pour que 
C soit egal a p(C), il suffit que Ton ait m' n = m n no' pour tout n. 
Lorsque p est bireguliere en P, on a C' = p{C). Des considerations 
analogues valent pour r espace tangent de Zariski. 

h) - Si V et V sont des &-varietes, et P et P' des points rationnels 
sur k de V et 7', le cone des tangentes a F x 7' enPxP' est egal 
au produit C x C des cones des tangentes a F en P et a F en P' 
(cf. § 1, n° 4,d)). De meme pour les espaces tangents de Zariski. 

i) - Supposons maintenant que V soit une variete (absolue). Comme 
Textension du corps de definition k ne fait qu etendre le corps de base 
des algebres o/m n (§1, n° 4,c)), et que m reste maximal par une telle 
extension, le cone des tangentes C est independant du corps de definition 
choisi. 

j) - Soit P un point rationnel sur k d'une ^-variete V d dans A n , 
nous supposons k infini; et nous prenons P pour origine. Nous nous 
proposons d'etudier a quelles conditions une projection p est bireguliere 
en P. Si q est la dimension de Tespace affine p(A n ), p est definie par 
n - q formes lineaires Y j} (Y 5 - = 0) etant un systeme d equations de la 
projetante de P. Si (x) est un point generique de V sur k, la projection V 
de V est le lieu de (y) sur k, ou les y j sont les combinaisons lineaires des 
Xi induites par les Yj sur V. Nous imposerons a p les conditions 
suiv antes : 

1) Le systeme (y v . . . , y Q ) contient une base de transcendance 
separante (y v . . . , y d ) de k{x) sur k, et un element primitif y d+1 
de k(x) sur k{y v . . . , yjj ', alors k(x) = k(y) et p est une corres- 
pondance birationnelle entre V et V . Ceci implique q > d + 1 ; 
et, si q^d+l, cette condition est realisee si on prend des 
combinaisons lineaires Yj suffisament generales (chap. I, § 8, 
n° 3, a) et b)). 

2) La projetante D de P ne rencontre V qu'en P (a distance finie 
ou infinie). Ceci est encore realise pour presque toute p si 

3) La projetante D de P est transversale a Tespace tangent de 
Zariski Z a V en P. Ceci est realise pour presque toute p si 
^^dim(Z). Alors les y,- engendrent Tideal maximal m de 
r anneau local o de P sur V (cf. a)). 

Dans ces conditions r anneau local o' de p(P) sur V = p(V) a meme 
corps des fractions que o (par 1)), et o est entier sur o' (par 2)). Done 
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o' est un sous-espace topologique de o (R. d.), et son complete o' 
s'identifie a un sous-anneau de o ; comme ils sont tous deux analytiquel- 
ment engendres par les y$ sur k (par 3)), on a o = o'. Or, comme 
o r\ k(x) = o (R. e.), on en deduit o = o', et p est bireguliere (§ 1, n° l,d)). 

On voit done que, lorsque dim (Z) > d + 1 (e'est-a-dire lorsque P 
n'est pas un point simple de V; cf. § 4), rentier dim(Z) (= dim fc (m/m 2 )) 
est un invariant d'immersion du point singulier P. En effet, si V est 
plongee dans A n , on a evidemment dim(Z) ^ n. Et nous venons de 
voir qu'il existe un modele V de V, biregulierement equivalent a V 
en P et plonge dans un espace affine de dimension dim(Z). 

§ 4 — Points simples. 
1 — Definitions et criteres locaux de simplicite. 

a) — Soient V et W deux &-varietes telles que W C V. On dit que 
W est k-simple sur V, ou que V est k-simple en W , si Tanneau local 
o k {W; V) est regulier (R. a.). On dit qu'un point P de V est ^-simple 
si son lieu W sur k est ^-simple sur V; il revient au meme de dire que 
o fc (P; V) est un anneau local regulier. L'Algebre (R. a.) donne aussitot 
les criteres suivants de ^-simplicite de W sur V: 

L'ideal maximal m = xn k (W] V) de o k (W; V) est engendre par 
dim(F) — dim(l^F) elements. * ' 

V espace vectoriel Z k (W ; V) = m/m 2 (sur o/m) est de dimension 
egale a dim(F) — dim(T / F). ^ ' 

En general la dimension de Z k (W; V), qui est egale au nombre minimum de 
generateurs de m, est au moins egale a dim(F) — dim(PF). 

b) — Lorsque P est un point rationnel sur k, Z k (P; V) est Fespace 
tangent de Zariski a V en P (§3). Dire que P est ^-simple sur V 
veut alors dire que Z k (P; V) est de dimension dim(F) sur k, e'est-a-dire 
(§3,e)) qu'il est identique au cone des tangentes a V en P. Un autre 
critere de simplicite est, d'apres les equations de Z k (P;V) (§3, a)) 
que la matrice jacobienne (dFJdX { ) d'un systeme d'equations de V 
soit de rang n — dim (V) en P. Nous generaliserons plus loin ce result at. 

c) — Comme un anneau local regulier est integralement clos (R.b.) une 
^-variete W qui est ^-simple sur V est k-normale sur V. Lorsque 
dim (W) = dim (V) — 1 la reciproque est exacte, car un anneau local 
integralement clos et de dimension 1 est V anneau d'une valuation 
discrete (R. c), et est done regulier; cette reciproque ne s'etend naturelle- 
ment pas au cas ou dim(F) — dim("PF) >1 (exemple du sommet d'un 
cone quadratique) . On remarquera aussi que, si W est ^-simple sur V, 
Tanneau local $ k (W; V) est factoriel (R. d.). 

d) — Si T est une correspondance birationnelle definie sur k de V 
sur V , et si T est bireguliere en W, W est ^-simple sur V si et seulement 
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si W = T(W) est ^-simple sur V (invariance bireguliere de la notion 
de sous-variete simple): en effet les anneaux locaux o k (W;V) et 
o k (W; V) sont isomorphes (§ 1, n° l,d)). 

e) - Toute k-variete W contenue dans un espace affine (ou projectif) 
A est k-simple sur A. On se ramene aussitot au cas affine (§ 1, n° l,e)). 
On procede alors par recurrence sur dim (A) - dim(W). Le cas ou W 
est une hypersurface est facile, car l'ideal de W, et done aussim^; A), 
est principal (chap. I, § 1, n° 6). Dans le cas general notons (%, . . . , x n ) 
un point generique de W , et supposons que (x lt . . . , x d ) forment une 
base de transcendance de k(x) sur k. Soient (y d+2 , . . . , y n ) des variables 
independantes sur k(x v . . . , x d+1 ) ; notons V 71 ' 1 la &-variete lieu de 
(x v . . . , x d+1) y d+2> . . . , y n ) sur k. Par reduction a la dimension zero 
(§ 1, n°2,c)) l'anneau o k (W; V) est isomorphe a t> k >[W ; V), ou 
k' = k(x v . . . , x d+1 ) et ou W et V designent les lieux de (x d+2 , 
et de (y d+2) . . . , y w ) sur Comme 7' est un espace affine de dimension 
w - d -1 et comme W' est de dimension 0, l'anneau local o k {W] V) 
est regulier d'apres Fhypothese de recurrence, et m k (W; V) est engendre 
par H-d-1 elements. Or 0 k {W] V) est quotient de o k {W;A) par 
l'ideal premier de V^ 1 , lequel est principal. Done m k {W; A) est engendre 
par n - d — 1 +1 == n - d elements, ce qui demontre notre assertion. 

f) - Soient V et W deux ^-varietes de lespace affine A n telles que 
W C V) posons o = t> k {W] A), m = m k {W; A), et notons p l'ideal premier 
de V dans o. Comme x> k (W\ V) = o/p, l'espace Z k (W; V) est isomorphe 
a m/(m 2 + p), e'est-a-dire au quotient de Z k (W; A) par l'image canonique 
de p dans Z k (W;A). Comme dim(Z fc (^; A)) = dim (A) - dim(W ) 
(d'apres e)), les criteres (1) et (2) de a) montrent qu'on a les nouveaux 
criteres suivants de &-simplicite de W sur V: 

L'image canonique (p + m 2 )/m 2 de V ideal de V dans Z k (W; A) 
est de dimension dim (^4) — dim(F). 

Si (F a (X)) est un systeme d' equations de V, les images canoniques 
des F a (X) dans Z k (W; A) forment un systeme de rang dim (A) - dim (V). 
L'Algebre (R. a.) montre aussitot que (3), ou (4), equivaut a: 

L'ideal p est engendre par dim {A) - dim (V) elements de 
m k (W] A) lineairement independants mod. m k (W; A) 2 . 

Dans tout ceci Ton peut remplacer l'espace affine A par n'importe 
quelle &-variete contenant V et sur laquelle W est simple. 

g) - Soient U, V, W trois &-varietes telles que WcVcU. Si W 
est k-simple sur U, alors V est simple sur U; en effet tout anneau de 
fractions d'un anneau local geometrique regulier est regulier (R. d.). 
Ce resultat peut aussi se deduire du critere jacobien de ^-simplicite 
(cf. n° 2). 
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h) — Etant donne un ideal a de k[X lf . . . , X n ) on dit qu'un point P 
de A n (K) est un zero k-simple de a si P appartient a une composante V 
et une seule de V K (a), si a admet l'ideal premier 3 k (V) comme composante 
primaire (necessairement isolee), et si P est un point ^-simple de V. 
Les deux premieres conditions veulent dire que a engendre un ideal 
premier (celui de V) dans o k (P; A). La derniere veut alors dire que, 
si (F a (X)) est un systeme de generateurs de a, les images canoniques 
des F a (X) dans Z k [P\ A) torment un systeme de rang dim (^4) — dim(F) 
(critere (4) de f)). Pour que P soit un zero ^-simple de a, il faut et il 
suffit, d'apres le critere (5) de f), que, dans o k (P; A), l'ideal a • o k (P; A) 
soit engendre par des elements lineairement independants mod. m k (P;A) 2 . 
On remarquera que les points ^-simples d'une ^-variete V ne sont autres 
que les zeros ^-simples de Tideal premier de V. 

2 — Criteres jacobiens de simplicity. 

a) — Nous nous proposons maintenant de donner un critere de 
^-simplicite ressemblant au critere jacobien classique. Soit p Texposant 
caracteristique de k (R. a.). Nous supposerons, pour plus de commodite, 
que [k : k v ] est fini (mais cette hypothese n'est pas essentielle) ; on a 
alors [k : k p ] = ft s (on prend s = 0 si ft=l). Alors k admet, sur k v , 
une ^-base (z 0 ) de s elements (R. b.) et l'espace vectoriel des derivations 
de k sur k v est de dimension s: il est engendre par les derivations 
Dj (j = 1 , . . . , s) def inies par Dj (z 3 ) = 1 , D- (z^) = 0 pour j' 4= /, 

Lemme 1 — Soit k(x lf . . . , x n ) une extension de type fini et de degre 
de transcendance r de k. L'espace vectoriel des derivations de k(x) sur k p 
est de dimension r + s. 

En effet, lorsque p=l, on a 5 = 0, et le lemme est bien connu 
puisque k(x) est alors separable sur k = k p . Pour p > 1 toute derivation 
de k(x) est nulle sur k v (x v ), et il va nous suffire de montrer que Ton a 
[k(x) : k v {x v )} = p r • [k : k p ]. Par recurrence sur le nombre des x i 
on est aussitot ramenes au cas ou n = l, c'est-a-dire ou (x) se reduit 
a une seule quantite x. Le cas ou x est transcendant sur k (r = 1) 
est facile. Pour montrer que, quand x est algebrique sur k, on a 
[k(x) : k p (x v )] = [k : k p ], on traite d'abord le cas ou % est separable 
sur k, cas dans lequel Tegalite annoncee est consequence facile de la 
disjunction lineaire de k p (x p ) et de k sur k p , et du fait que k{x v ) = k(x). 
On est alors ramene au cas ou x v £ k et x $ k ; dans ce cas les inclusions 
k* C kv(x p ) CkC k{x) et les egalites [k(x) : k] = [k p (x p ) : k*] = p resolvent 
la question; c.q.f.d. 

Considerons alors les derivations Z) f (i = 1 , . . . , n) et Dj (j = 1 , . . . , s) 
du corps de fractions rationnelles k(X lJ . . . , X n ) ainsi def inies: D i est 
la derivation partielle d/dXt et D- est le prolongement trivial (i. e. 
D-(X { ) = 0) de la derivation ci-dessus definie de k sur k p . Etant donnes 
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un systeme (FJ de fractions rationnelles et un point (x lt . . . , x n ) nous 
noterons J(F, x) et J(F, x, z) les «matrices jacobiennes» ((DiE a ) {x)) et 
((PtFJ (x), (D-F a ) (x)) («: £-base de k sur k*). 

Lemme 2 — Soient W une k-variete de dimension r, (x) un point 
generique de W et (FJ un systeme d' equations de W. Le rang de J(F, x, z) 
est n — r. Si k(x) est separable sur k, le rang de la sous-matrice J(F, x) 
est aussi egal a n — r. 

En effet les equations £ (£><F a ) (x) % + £ (D-F a ) (x) Vj = 0 (resp. 

i i 
JT (DiF a ) (x)Ui = 0) expriment qu'il existe une derivation D de k(x) 

i 

sur k p definie par D x t = u if Bz i = Vj (resp. une derivation de k(x) sur k 
definie par Bx t = u x ) . Done le rang de ce systeme est egal a la difference 
entre n + s (resp. n) et la dimension de Tespace vectoriel des derivations 
de k(x) sur h v (resp. k). Comme cette dimension est r + s d'apres le 
lemme 1 (resp. r d'apres la separabilite) nos assertions sont demontrees. 

Ceci etant nous remarquons que l'anneau local o = Q k {W; A n ) est 
stable pour les derivations D i et D- (formule donnant la derivee dun 
quotient). On peut alors, pour tout u dans o, considerer les classes 
(D € u) (x) et (D-u) (x) des D 4 u et Dju mod. m = m k {W; A) (notations 
de lemme 2), et le vecteur D w (u) de composantes ((D f w) (x), (D-u) (x)) 
dans (o/m) n+s (resp. le vecteur D^(u) de composantes ((D t u) (x)) 
dans (o/m) n ). En notant par des barres les classes mod. m, on a 
D w (yz) = yD w (z) + W w (y) et D^(y z) = yD™{z) + zD%{y). En particulier, 
pour u C m, D w (u) et D^(u) ne dependent que de la classe de u mod. m 2 
et l'on a D w (y u) = yD w (u) et D^[yu) = yDj(u). On a done defini, par 
passage aux quotients, des applications lineaires D w et de m/m 2 
= Z k (W;A) dans (o/m) n+s et dans (o/m) n . Or, d'apres le lemme 2, la 
dimension de l'image de D w (resp. Dj) est egale a n - r (resp. a n - r 
lorsque k(x) est separable sur k). Comme m/m 2 est aussi jde dimension 
n — r (n° l,e)), r application D w est un isomorphisme, et egalement 
lorsque k(x) est separable sur k. Nous pouvons alors enoncer le critere 
suivant, qui resulte aisement du n° l,h) et de la definition de Tiso- 
morphisme D w (resp. D^) : 

Critere de Zariski — Pour qu'un point (x) soit un zero k-simple d'un 
ideal a de k[X 1} . . . , X n ] ay ant (G P (X)) pour systeme de generateurs, 
et soit sur une composante V de dimension d de V K (a), il faut et il suffit 
que le rang de la matrice J(G, x, z) soit egal a n — d. Lorsque k(x) est 
separable sur k, il faut et il suffit que le rang de la matrice J(G, x) soit 
egal a n — d. 

b) - Le critere de Zariski montre que les points ^-simples (x) 
d'une £-variete Fsont ceux ou la matrice J(G, x, z) est de rang n - dim (V) 
((Gp(X)) designant un systeme d'equations de V). Et le lemme 2 montre 
alors que tout point generique de V est ^-simple sur V. D'autre part 
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le calcul du rang d'une matrice au moyen de ses sous- determinants 
montre que les points non simples de V, qu'on appelle les points singulier s 
ou points multiples de V, torment un sous-ensemble algebrique 5 de F; 
on appelle 5 Y ensemble singulier, ou le lieu singulier, de V; comme S 
ne contient aucun point generique de V c'est un sous-ensemble propre 
de V; sa dimension est done au plus egale a dim(F) —1. Toute sous- 
variete singulier e (e'est-a-dire non simple) de V est contenue dans S. 
On dit que V est non singulier e, ou sans singularites , lorsque S est vide. 

c) — Lorsque V est une ^-variete normale (sur k), toute sous-^-variete 
de V de dimension dim(F) — 1 de V est ^-simple sur V (n° l,c)). Done 
V ensemble singulier S de V est de dimension au plus egale a dim(F) — 2. 
En particulier toute courbe normale est non singuliere (tout ceci sur k) ; 
le procede de normalisation (chap. I, § 6, b) et c)) montre done que 
toute courbe admet un modele sans singularites. 

d) — Soit maintenant V une variete (absolue). On dit qu'un point P 
de V est absolument simple (ou simple lorsqu'aucune confusion n'est 
a craindre) s'il est ^-simple pour tout corps de definition k de V. Alors, 
en designant par (F a (X)) un systeme d'equations de V, P sera ^-simple 
sur un corps k admettant k(P) pour extension separable, et le rang de 
la matrice J(F, %) (ou P = {%)) sera egal k n — dim(F). Comme cette 
condition necessaire d' absolue simplicite est independante de k, et 
comme rang (J(F, %)) = n — dim (V) implique rang (J(F, x, z)) 
= n — dim(F), e'est aussi une condition sufj 'isante. Un autre critere 
d'absolue simplicite est le suivant: P est ^-simple sur un corps parfait k, 

e) — Le critere de Zariski (avec J(F, x, z)) montre aisement que, 
si P est un point ^-simple de la variete (absolue) V, e'est un point 
simple sur toute extension separable de k (on regarde separement ce 
que devient J(F, x, z) par extension transcendante pure et par extension 
algebrique separable de k) . Par contre un point ^-simple P de V peut devenir 
singulier par extension purement inseparable de k (et n'etre done pas 
absolument simple). 

Par exemple, sur un corps imparfait k de caracteristique p > 2 la courbe 
Y 2 = XV — a (ou a £ k et ou b — aXlv $ k) est affinement ^-normale (chap. I, § 6, a) ), 
et tous ses points, (6,0) en particulier, sont ^-simples (n°l,c)). Par contre le 
point (6, 0) est singulier sur* k(b). 

f) — Soient P et P' deux points absolument simples de deux varietes 
V et V . Alors le critere jacobien en J(F, x) montre que (P, P') est 
un point absolument simple de la variete produit V x V . Ceci ne 
s'etend pas aux points ^-simples, meme si V et V sont des varietes, 
a cause du fait que les derivations D- de k sur k p sont les memes pour 
les deux facteurs du produit. 

Par exemple, avec les notations de Texemple precedent, le point (b, 0, b, 0) 
est un point singulier (sur k) de la surface d'equations (Y 2 = XV — a, Y' 2 = X'V — a) ; 
en effet, en supposant pour simplifier que k = kV(a) et en prenant pour D' la 
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derivation de k sur W definie par D'a = 1, la matrice J(F, x, z) relative a cette 

surface s'toit (JJ^ ^l) ; ^ eSt de 1 ^ ^ 2) ^ P ° int <& ' °' & ' ° } " 

Par contre ce point est un point normal (chap. I, § 7, n° 5). 

3 — Parametres uniformisants. 

a) - Etant donnee une sous-variete simple W dune variete V, 
toutes deux definies sur k, tout systeme de dim (7) - dim (17) elements 
de o k (W; V) engendrant l'ideal maximal m k {W; V) de cet anneau 
(c'est-a-dire tout systeme regulier de parametres de o k {W; 7) (R. a.)) 
s'appelle un systeme de parametres uniformisants de W sur V \ ou de 
7 en W, ou de 7 le long de W. 

b) - Dans le cas ou W est un point P = (a,) simple et rationnel 
sur k, m fc (P; 7) est engendre par les fonctions «lineaires» (x t - a,), 
et l'on peut prendre pour systeme de parametres uniformisants de P 

sur 7 presque tout systeme. ^£ u a^ x i " a i)> 1 = l > ' ' ' > dim ( F )> % € ^ 
de combinaisons lineaires de ceUes-ci. On dit alors que les formes 
lineaires ^£ u Si X^ constituent un systeme uniformisant de formes 

lineaires de 7 en P. Pour que des formes ^ 27 u ji X ij 0 = 1 > • • • > dim 
constituent un tel systeme uniformisant en P, il faut et il suffit que le 
systeme I £ ^A,2; ^ ' X t) i( F a( X )) designant un systeme d equa- 
tions de 7) soit un systeme total (c'est-a-dire de rang n) de formes lineaires : 
il suffit en effet de se souvenir de la forme des equations de l'espace 
tangent a 7 en P (§ 3, a), (1)). Done, si P est un point generique d'une 
sous-variete W de 7 definie sur k, un systeme uniformisant de formes 
lineaires de 7 en P possede la meme propriete en presque tout point de W. 

c) - Soit P= (a t ) un point simple d'une variete V r definie sur k\ 
nous supposerons, pour simplifier, que P est rationnel sur k. Alors 
tout systeme (y 3 ) \j = 1, . . . , r) de parametres uniformisants de P sur 7 
est algebriquement libre sur A: en effet, dans l'anneau local complete 
o fc (P; 7), les elements sont analytiquement independants sur k 
(R. b.). lis torment done une base de transcendance sur k du corps des 
fonctions rationnelles k(x) sur 7, c'est-a-dire du corps des fractions 
de o fc (P; 7). Nous allons montrer que cette base de transcendance est 
separante. En effet, etant donnee une derivation D' de k{x), il existe 
un multiple zU = D tie D' tel que o = o fc (P; 7) soit stable pour D; 
on voit aussitot que D est continue pour la topologie d' anneau local 
de o; elle se prolonge done de facon unique, et par continuite, a o. 
Or, comme o est l'anneau de series formelles k[ [y v . . . , y r }] toute 
derivation de l'anneau de polynomes k[y v . . , , y r ] s'y prolonge de 
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facon unique. Done, si la derivation D' de k(x) est nulle sur k{y), 
D = zD' Test aussi, et son prolongement a o ne peut etre que nul; 
par consequent D' = D = 0, et notre assertion resulte d'un critere bien 

connu de separabilite (R. c). II en resulte que, si ( Z u H X i) est un 



systeme uniformisant de formes lineaires de V en P, alors \^Z^u H x, 
est une base de transcendance separante de k(x) sur k. 



§ 5 — Theorie locale des multiplicites d'intersection. 
1 — Generalites. 

a) - Etant donnee une composante C de intersection de deux 
varietes (absolues) V, W de l'espace affine A n , formons le produit A x A' 
de deux copies de A n , dans A X A' considerons le produit Fx W de V 
et de la copie W de W dans A', et la diagonale D de A x A'; notons 
C D la sous-variete de D dont la projection sur le premier facteur est C 
(des notations du genre de C D seront desormais utilisees sans autre 
explication). On voit aisement que C D est une composante de 
Dr\(VxW). Notons les fonctions induites sur V et W 

par les fonctions coordonnees dans A et dans A'; ce sont des elements 
du corps (absolu) des fonctions rationnelles sur V x W. Ce corps 
contient l'anneau local absolu o de sur F x W, et les differences 
^ - %\ (qui sont induites par les equations X i - X\ de D) engendrent 
dans o un ideal 9C primaire pour l'ideal maximal m, puisque C D est 
composante de D r\ {V x W). On appelle multiplicite d' intersection de V 
et W en C, et on note i{C\ V • W) la multiplicite «(9£) de l'ideal primaire 9C 
(R. a.). 

b) - On voit, par echange des facteurs du produit, que Ton a la 
regie de commutativite 

i(C;V-W)=i{C;W-V). (1) 

c) - Lorsque W =V, l'anneau local o = o(V D ; V x V) est regulier 
puisque V D est simple sur V x V (si P est un point generique de V, 
(P, P) est un point simple de V x V (§ 4, n° 2,f)), et on applique le 
resultat du § 4, n° l,g)). D'autre part les fonctions x t - %\ engendrent 
son ideal maximal m. L'Algebre (R. b.) montre done quon a la regie 
d' idempotence 

i(V;V;V)=l. (2) 

d) - Un raisonnement analogue demontre la formule 

i(V;V-A n )=l. (3) 

e) - Si, au lieu de l'anneau local absolu o, nous avions utilise l'anneau 
local o' = 0 k (C D ; V x W) relatif a un corps de definition commun k a V, 
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W et C, et T ideal %' analogue a £, les faits que 9C = 0 • 9C' , que Tideal 
maximal mdeo est engendre par celui de o', que o/9C n s obtient a partir 
de o'/K'" par extension du corps de base (§ 1, n°4,c)), et la definition 
de e(%) et e(9C') par les polynomes caracteristiques (R. a.), montrent 
que Ton a e(X) = e(9P), et que Ton peut utiliser o' pour la definition 
de i(C; V - W). II faut, par contre, se garder d'utiliser un corps k sur 
lequel Vune des trois varietes V, W, C (C par exemple) ne serait pas 
definie. 

f) - Soit k un corps de definition commun a V et W; alors C est 
algebrique sur k, et toute variete C° conjuguee de C sur k est ^ une 
composante de V A W. En etendant Tautomorphisme a Ton voit quel'on a 
i(C; V - W) =--i(C°;V-W) . (4) 



2 — Extension aux varietes algebroides. 

a) - Considerons un point P d'une variete V, Tanneau local o(P; A n ), 
et Tideal premier p de V dans cet anneau. Dans Yanneau local complete 
v(P;A) Tideal o{P;A) -p est une intersection d'ideaux premiers p,- 
tous de meme dimension (§ 2, n° 3,c)). Or o(P; ^) est un anneau de 
series formelles a n variables sur le domaine universe! On associe a 
chaque ideal premier de cet anneau un objet, appele une variete algebrozde 
en P, dont la dimension est, par definition, celle de Tideal premier 
correspondant. On etend symboliquement aux varietes algebroides 
les notions d'inclusion, de composantes d'intersection, de varietes 
produits, de diagonale et d'anneau local complete, -ceci par analogie 
avec les caracterisations des notions algebriques analogues au moyen 
de la theorie des ideaux. Les principaux resultats demontres jusquici 
s'etendent au cas des varietes algebroides, mais leur demonstration 
peut souvent faire appel a des notions algebriques plus profondes (par 
exemple la theorie de la dimension dans les anneaux noetheriens) car 
les modes de raisonnement «ensemblistes», ou ceux utilisant les 
proprietes des extensions de type fini des corps, ne se transportent pas 
au cas algebroide. 

b) - Les varietes algebroides V j correspondant aux ideaux premiers 
p j ci-dessus mentionnes (a)) sappellent les nappes de la variete algebrique 

V en P. On voit aisement que, pour P £ V et Q £W, les nappes de 

V x W au point (P, Q) sont les varietes algebroides V j x W Q , ou les 
V i et W' q sont les nappes de V et W aux points P et Q. Appliquons 
ceci, en particulier, en un point (P, P) de C D (notations du n° l,a)), 
et notons C une nappe de C contenant P. Aux ideaux premiers p jQ 
de (0) dans o = o(C D ; V x W ') (qui est isomorphe aux completes des 
anneaux de fractions de o(P, P);Vx W')) relatifs aux ideaux premiers 
correspondant aux nappes C D de C D ) correspondent les nappes V j x W' q 
de F x W telles que V j et W a contiennent C. Le theoreme de transition 
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(R. a.) et la formule d'associativite des anneaux locaux (R. b.) (appliquee 
aux ideaux p jq , en tenant compte de ce que (0) est leur intersection) 
montrent que Ton a 

i(C;V-W)=£i(C;V r W' g ). (1) 
i,q 

c) - Remarquons que nous avons montre qu'en un point normal P 
d'une variete V, V admet une nappe unique V, d'ailleurs «normale» 
en P (§2, n°3,d)). C'est en particulier le cas lorsque P est simple 
sur V; et P est alors un point simple de V; on definit en effet un point 
simple, et plus generalement une sous-variete simple, dune variete 
algebroide par le fait que son anneau local (complet) est regulier; et 
ceci demontre notre assertion (R. c). Ceci montre aussi que, si W 
est simple sur V, et si P est un point simple de V situe sur W, alors 
toutes les nappes W g de W en P sont simples sur Tunique nappe de V 
en P. Le critere jacobien classique de simplicity (§ 4, n° 2, a)) s'applique 
aux varietes algebroides si, comme ici, on opere sur un corps de base 
algebriquement clos (ou, plus generalement, parfait). 

3 — Criteres de multiplicite 1. 

a) — Nous revenons aux varietes algebriques. Avec les notations 
du n° l,a), pour que e(9C) = 1, il faut et il suffit que o soit un anneau 
local regulier (c est-a-dire que C D soit simple sur V x W) et que 9C 
soit son ideal maximal (c'est-a-dire que Tideal premier de C D soit une 
composante primaire de l'ideal 9(7 x W) + 3(D)) (R. a.). La premiere 
condition equivaut a 

C est simple sur V et sur W (1) 

et la seconde a 

Dans V anneau local 9t = o(C; A n ) les ideaux premiers v et vo 
de V et W engendrent V ideal maximal q ^ 

ou encore a 

Dans o(C; V) V ideal maximal est engendre par les equations de W. [2') 

b) — On notera que, si C est une composante propre de V r\W 
(cf. n°7), et si (2) est vraie, un petit calcul de dimensions montre que 
la somme q/q 2 = (p + q 2 )/q 2 + (w + q 2 )/q 2 est directe, et que Ton a 
dim(q/(p + q 2 )) = n- dim(F) et dim (q/(u> + q 2 )) = n- dim(Tf). Done 
C est simple sur V et sur W, et (1) est verifiee. L'implication (2)=^(1) 
ne s'etend pas aux composantes excedentaires. 

c) - Geometriquement la condition (2) veut dire qu'en point 
generique de C, les varietes lineaires tangentes a V et W (en vertu de (1) 
les cones des tangentes a V et W sont effectivement des varietes lineaires) 
ont pour intersection la variete lineaire tangente a C. On dit, dans ce 
cas, que V et W sont transversales en C. 
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d) - Comme application du critere de multiplicity 1, montrons que, 
si L est une variete lineaire generique sur un corps de definition de V, 
toute composante M de Vr\L est de multiplicity 1. En effet M est 
propre (cf. n° 7, et chap. I, § 5), et contient evidemment un point 
generique, et done simple, P de V. Comme o(P; V) est un anneau 
local regulier, et que son ideal maximal m est engendre par les fonctions 
(x - a ) sur V (P = («,)), presque tous les systemes de w-dim(F) 
combinaisons lineaires des *, - a, engendrent m. Done les equations 
de L induisent sur V une partie d'un systeme minimal de generateurs 
de m car dim(L) is n - dim (7) si M * 0; elks engendrent done un 
ideal premier de o(P; V), qui est evidemment celui de M (R. b.). D'ou 
notre assertion par (2') (a)). Notons qu'on peut remplacer lhypothese 
«pour une variete lineaire generique L» par «pour presque toute 

variete lineaire L». 

e) - Une autre consequence de ce critere est que, si P est un point 
simple de V et si M est une sous-variete de V passant par P, il existe 
une variete W telle que M soit l'unique composante de V passant 
par P et que M soit une composante propre et de multiplicite 1 de 
V^W:on peut en effet prendre pour W k cylindre lieu des vanetes 
lineaires s'appuyant sur M et paralleles a une direction D n ~^ Hrans- 
versale en P (et done en presque tout point de M) a la variete lineaire 
tangente a V. Cette propriete que toute sous-variete M de V est 
«localement en P» une intersection complete ne s'etend pas a un point 
singulier. Pour qu'elle soit vraie pour toute sous-variete M de V de 
dimension dim(F) - 1 passant par P, il faut et il suffit que tout idea 
premier minimal de o(P; V) soit l'unique composante isolee d un idea 
principal; ceci a lieu, en particulier, lorsque tout ideal premier minimal 
de o(P; V) est principal, e'est-a-dire lorsque e(P;V) est un anneau 
factoriel. 

4 — Invariance birationnelle des multiplicites d'intersection. 

a) - Soit M une composante deVnW. Supposons V et W plongees 
dans une variete U, et soit T une application birationnelle de U sur une 
variete U° telle que T soit Urdguliere en M. Alors, en notant M°, V , W 
les sous varietes de U° correspondant aM,V et W, on a 

i(M;V-W)=i(M°;V°-W<>) . 
En effet on peut identifier les anneaux o(M D ; U X 17) et 
o(M° D °- IP x U% ainsi que o(M D ; V x W) et o(M° D ; F» x W>) 
(S 1 n° 1 c)) On voit aussitot que, dans ce dernier anneau, les ideaux 
9C et %<> (engendres par les equations des diagonales D et Z)») sont egaux. 
D'ou notre assertion. _ 

b) - II resulte du resultat ci-dessus que 1 entier t(M; W • K) est 
independant de l'espace affine dans lequel V et W sont consrderees 



6. Formule de projection. 81 



comme plongees. Cet entier est aussi invariant par changement de 
coordonnees affines. Done, si V et W sont des varietes projectives ou 
multiprojectives, la multiplicite i{M; V • W) est independante du 
systeme de coordonnees affines choisi pour la calculer (pourvu, bien 
sur, que M soit a distance finie pour ce systeme). Enfin, si V et W 
sont des varietes d'un espace biprojectif P n x P m , si M est une com- 
posante de V f\ W, si I'on fait choix dans P n et P m d'hyperplans a l'infini 
tels que M ait des points dans l'espace affine restant A n x A m A n + mi 
et si enfin on represente V, W et M par des sous-varietes F°, W° et M° 
de la variete de Segre S n , m (chap. I, § 4, n° 3,d)), on a i(M; V • W) 
= i(M°',V°'W°). Ces resultats faciles, ainsi que d'autres du meme 
genre, seront desormais utilises sans avertissement. 

5 — Formule des varietes produits. 

Si M est une composante de V r\W et M° une composante de V° r\ W°, 
alovs M x M° est une composante de (V x V°) r\ (W x W°) et on a 

i(M x M°; (V x F°) • (W x T^ 0 )) = i(M; V • Tf ) • i(M°; F° • . (1), 

Considerons en effet les anneaux 0 = 0 (M D ; V x W), 

O o = 0 (mo°°; F° x W«) etX= o((M x M 0 )^; (7 x 7°) x (W x W 0 )) . 

Comme la diagonale E est egale a D x D°, (M x M°) E est egal a 
m d x M oD- et Ton a 91 = 0^ x M oI)0 ; (F x W) x (F° x W 0 )) (nous 
laissons au lecteur le soin de preciser la signification des divers produits 
ecrits, ainsi que les isomorphismes canoniques des produits quadruples). 
Done (§ 1, n°4,d)) 9* s'obtient a partir de 0 et 9° par extension des 
corps de base et formation d'un produit tensoriel. D'autre part l'ideal 
engendre dans 9v par les equations de la diagonale E est aussi engendre 
par les ideaux analogues 9C et 9C° de 0 et 0°. Comme les multiplicites 
d'ideaux sont invariantes par completion (R. a.), et comme effl) 
= e(9C) • e(9C°) (R. b.), notre assertion est demontree. 

6 — Formule de projection. 



a) - Soit U une variete de l'espace produit A n x A p se projetant 
en U 1 dans A n avec indice de projection fini [U : ; soient V une 
variete de A n et M une composante de V r\ L\ telle que la fermeture bi- 
projective de U ne contienne pas la variete a Vinfini de M x P q . Alors 
les composantes M lf . . . , M 8 de [/n(Fx A q ) se projetant sur M ont 
toutes meme dimension que M, et Von a 

[U : U x ] • i(M; U^V) = Z i M o ■ M ^ ' < M i> u ' ( F x A )) ' 
9 = 1 

En effet l'hypothese relative a la variete a rinfini de M x A q veut 
dire que les elements de Tanneau de coordonnees de U sont entiers sur 

Ergebn. d. Mathem. N. F. H. 4, Samuel. 6 
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ranneau local o(M ; UJ. En les adjoignant a cet anneau on obtient un 
anneau semi-local 3 entier sur o(M ; U T ), et dont les ideaux maximaux Vj 
correspondent aux composantes M jt 3 P? . etant d'ailleurs egal a o{Mf } U). 
D'ou notre assertion relative aux dimensions. 

Introduisons le produit A n x A q x A' n x A' q \ notons X,., Y f , X' if Y' t 
les coordonnees dans les quatre facteurs, D et E les diagonales de 
A n xA' n et A q xA' g ; notons %, y,, ^ les fonctions induites par 
X i} Y t , XI sur C/j (ou U), U et F' (copie de 7 dans ,4;). Considerons les 
anneaux locaux o = o(M D ; ^ x (0) x V x (0)) et oj = 0 [Mf x * ; Ux V x A' q ). 
Nous avons a considerer les multiplicites des ideaux q = (x- - x z ) de o 
et q; = {x'i - x it Y[ - y t ) de o/. La variete lieu de (*, y, y) est 
situee dans 4 n x A' n x E, et contient M? xE . En considerant 4 a x A' q 
comme produit de £ par A q (prendre les Y t - Y' t et les Y' t pour 
nouvelles coordonnees), U x V x A q s'identifie a W x A q) l'anneau 
0- a t>(M DxE x (0); W X et l'ideal q- a l'ideal engendre par l'ideal 
q j =(x i - x'i) de v(Mf xE \ W) = et par les elements Y t - y t . Comme 
le complete o- est isomorphe a Y anneau de series formelles 
o,[[Yi, ■ • • , Y' q ]] = B,[[Y; - y l9 . . . , Y' q - yj] (y, ( o,), et comme le 
passage aux completes conserve les multiplicites (R. a.), on a e(q,-) = e(q,). 
Or tout element de l'anneau de coordonnees de W est entier sur 
o = o(M 2) ; U x V). Si Ton note 91 l'anneau obtenu par adjonction 
de ces elements a o, 91 est un anneau semi-local extension finie de o, 
ses ideaux maximaux m, correspondent aux varietes Mf xE , et Ton a 
o,- = o{M» xE ; W) = ( 2i mj . D'autre part l'on a [9t : o] = [U ': C7J, 
[9*/m, : o/m] = [M s : M] (m: ideal maximal de o), q, = • q, <5(q,) 
= U- (Fx i4 fl )), e(q) = i(M; U x ' V). Et la formule 

[9? : 0] • «(q) = £ [R/m, : o/m] • (o, • q) 

(R. b.) donne aussitot la formule de projection. 

b) - Un cas particulier important de la formule de projection est 
le suivant: avec les notations et hypotheses de celle-ci, on suppose 
qu'il existe une composante N de U r\(V x A q ) telle que la projection 
de U sur U 1 soit bireguliere aux points generiques de N. Ceci implique 
quelle est birationnelle (done que [U : J7J =1), que [N : M] = 1, et 
que N est l'unique composante de U r\ {V x A q ) se pro j etant sur M. 
On a alors 

i(M; U ± • V) = [/'(Fx A Q )) . (1) 

7 — Composantes propres. Theoreme de reduction. 

a) - On dit qu'une composante M de V r\ W est firofire 
(resp. excedentaire) dans l'espace affine A n si Ten a dim (M) 
= dim(F) + dim(T^)-^ (resp. dim (M) > dim(F) + dim (W) -w). 
L'entier dim(M) - dim(F) - dim(W) + » (qui est toujours positif 
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d'apres le chap. I, § 5) est appele Yexces de la composante M. Lorsque M 
est une composante propre deV r\W, T anneau local o = o(M D ] V x W) 
est. de dimension n, et 1' ideal 96 = (% — %,... , x' n — x n ) (notations du 
n° l,a)) est engendre par le systeme de parametres (x x — x v . . . , x n — x n ) 
(R. a.). Si F est un corps de base de o, Tanneau de series formelles 
F[[x\ — x n — x n ]] est un sous anneau de o ne contenant pas de 

diviseurs de zero de o, et on a [o : F[[x[ - x fl . . . , x' n — x n ]]] 
= e{9() • [o/m : F] (R. b.). 

b) («Theoreme de reduction ») — Soit M m une composante propre de 
yv ^ yyw £ ans ^ . su fip OS ons que, an voisinage de M, V soit une inter- 
section complete (cest-a-dire que V ideal premier x> de V dans o(M; A n ) 
soit engendre par n — v elements (y 1} . . . , y n - v ) ceci a lieu, en particulier, 
quand M est simple sur V). Alors la multiplicity i{M\ V • W) est egale 
a la multiplicity de V ideal 2} de o(M; W) engendre par les classes (y^ 
des (y,-). 

En effet, dans Tanneau local o^^; A n x W) les n + v elements 
(Xi — x'i, y 3 ) (Xi : fonctions coordonnees dans A n ; x\\ fonctions induites 
par les fonctions coordonnees sur la copie W de W) forment un systeme 
de parametres, et les [y 0 ) y engendrent Tideal premier p de Fx W\ 
Comme o(M D ; V x W) = c(M D ; A n x W')l\>, un corollaire a la formule 
d'associativite des anneaux locaux (R. b.) montre que i{M) V • W) est 
egal a la multiplicite e de Tideal de o{M n ; A n x W) engendre par 
(Xi — x it y 3 ). D'autre part l'ideal engendre par les (X,- - x. t ) dans 
c(M D ',A n x W) est Tideal premier de W D ; le meme resultat que ci- 
dessus montre que e est egal a la multiplicite de Tideal de 0(71^; W D ) 
engendre par les (Jj). Comme les anneaux o(M D ] W D ) et o(M; W) 
sont canoniquement isomorphes, notre assertion est demontree. 

c) - Le theoreme de reduction s'applique en particulier lorsque 
Tideal de V est engendre (globalement) par n - v equations. Un premier 
cas est celui ou V est lineaire. En Tappliquant a la diagonale D, il 
montre que 

i(M] V • W) = i(M D ; (V x W) • D) ( reduction au cas lineaire ») . (1) 

d) — Un autre cas est celui ou V est une hyper sur j ace, et est alors 
definie par une seule equation F(X) = 0. En ce cas d'ailleurs toute 
composante M de V r\ W est propre, a moins que V ne contienne W. 
L'anneau local o(M; W) est alors de dimension 1, et la fonction F(x) 
induite sur W par F(X) en est un parametre. Et Ton a 

i(M; V • W) = <o(M; W) F(x)) . (2) 

Si, en particulier, M est simple sur W, Tanneau o(M; V) est V anneau 
d'une valuation discrete v M (§4, n° l,c)); et, si Ton suppose ^ M normee, 
Ton a (R. c.) 

i(M;V-W) = v M (F(x)). (3) 

6* 
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e) - Lorsque tout ideal de o(M; W) qui est engendre par une partie 
d'un systeme de parametres est equidimensionnel (R. d.), la multiplicite 
de Tideal 93 defini en b) est egale a sa longueur. Ceci a lieu en particulier 
lorsque Tideal de W est engendre par n-w equations (R. d.) (localement 
en M, on a fortiori globalement) ; alors i(M] V • W) est egale a la 
longueur de la composante primaire (R. e.) de 3(F) + 3(PF) relative a 
l'ideal premier 3(M) de M (dans K[X V . . . , X n ]). Done, si 3(F) et 
3 (IF) sont engendres par n - v et n - w equations respectivement, et 
si toutes les composantes de V A W situees a distance finie sont propres 
et sont des points M j (ce qui implique v + w = n sauf dans les cas 
triviaux), on a 

Z i{M } ;V'W) = dim K (K[X v XJ/(3(F) + &(W))) . (4) 

On peut facilement deduire de cette formule le theoreme de Bezout 
relatif au cas ou F et W sont des intersections completes; nous donnerons 
plus loin (§ 6) une demonstration plus naturelle de ce theoreme. 

Des exemples montrent que la longueur d'un ideal d'un anneau 
local n'est pas necessairement egale a sa multiplicite (R. f.). Ceci 
explique l'echec des tentatives faites pour definir les multipliers 
d'intersection par des longueurs d'ideaux. 

8 — Composantes propres. Formule d'associativite. 

a) - Soient U, F, IF trois varietes de A n , M une composante propre 
(e'est-a-dire de dimension dim (IT) + dim(F) + dim(TF) - 2n) de 
U r\ V r\ W, et P f les composantes de U r\ V contenant M; alors M est 
composante de P rf r\ W, et le theoreme sur les dimensions d'intersections 
(chap. I, § 5) montre aisement que toutes les varietes P^ sont des 
composantes propres de U r\ V. Considerons trois copies A, A' ', A" de A n ; 
notons U, V , W" des copies de U, V, W dans A, A', A", - x if x^x'- 
les fonctions induites sur U, V , W" par les fonctions coordonnees 
X i} Xl X'-, - et D et E les diagonales de A x A' x A" et de A x A'. 
Les elements {x 4 - x if % i - x-) torment alors un systeme de parametres 
(R. a.) de o = o(M D ;*7 x V x "IF"), et y engendrent un ideal % 
Nous poserons, par definition, i(M; U • V • W) = Comme au 

n° l,b) on voit aisement que le symbole i(M\ U • F • W) est commutatif 
en U, V, W. Nous allons demontrer que Ton a 

i(M; U-V-W)=Z i(M; P, • TF) ^ • F) . (1) 

Considerons en effet l'ideal 96 de o engendre par les (x 4 - xl). Notons 
p i ses ideaux premiers minimaux; ce sont ceux des varietes Pf x W". 
La formule d'associativite pour les anneaux locaux (R. b.) s'ecrit 
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Or o/Pi = o(M D ; Pf x W") t et les classes des (x { - %•) y sont induites 
par les equations de la diagonale F de E x A" ; done, d'apres le theoreme 
de reduction (n°7,b), on a e((<$ + p,)/p<) = i(M D ; (Pf x JF") - JF); 
d'apres l'invariance bireguliere (n° 4, a)) cet entier est egal a 
i(M G ; (P t x W") • G), G designant la diagonale de A x ^4"; il vaut 
done fc"(M; P 2 • W) d'apres la formule (1) du n° 7,c). D'autre 
part Op. = o(Pf x W"\ U x V x W"), et les (x i - y sont 
induites par les equations de Ex A"; on a done e(9C • o^.) 
= i(P* x W" l{Ux V x W") • (£ x (theoreme de reduction, n° 7,b)) 
= i(Pf ; (IT x F r ) • £) • z(PF ,/ ; T^" • ^4 ,r ) (formule des varietes produits, 
n° 5) = i(Pf; (U x V) • E) (n° l,d)) = i(Pr U • V) (formule (1) du 
n° 7,c)). En portant dans (2) on obtient la formule (1). 

b) — Soit maintenant M une composante de U r\ V r\ W, et soient 
P i les composantes de U r\ V contenant M. Si Tune des P i est composante 
propre de U n V et si M est composante propre de P i r\ W, alors M est 
composante propre de U A V r\ W, toutes les P i sont composantes 
propres de U r\V,M est composante propre de tous les P i r\ W, toutes 
les composantes Q j de V r\W contenant M sont propres, et M est 
composante propre des U r\Qj. Dans ces conditions la formule (1) et 
la commutativite du symbole i(M; U • V • W) donnent aussitot la 
formule d' associativite 

Z i{P t ; U ■ V) i(M; P t -W)=Z m> U ■ Q,) i(Q,; V ■ W) . (3) 

% j 

c) - Nous avons deja vu (formule (1) du n° 7,c)) que, pour le calcul 
d'une multiplicite d'intersection propre i(M; U • V), on peut se ramener 
au cas ou Tune des deux varietes U, V est lineaire. Montrons maintenant 
comment Ton peut ramener i(M; U • L) (L: lineaire) a une multiplicite 
d'intersection ftonctuelle. Considerons pour cela une variete lineaire L', 
de dimension n — dim (M) et generique sur un corps de definition 
commun a M , U et L. Alors U f\M se compose de points, tous de 
multiplicite 1 (n°3,d)); soit P Fun d'eux; e'est une composante propre 
de U r\L r\L'; etM est l'unique composante de U nl a contenir P, 
puisque Lr\L' est une sous-variete lineaire generique de L. Comme 
d'autre part L 1 ~Lr\L t est l'unique composante delnl' et est de multi- 
plicite 1, on a d'apres (3), i(P; M-L f ) i(M; U-L) = i(P; U-LJ i(L x \L.L'), 
e'est-a-dire 

i(M; U - L) = i(P; U - L-^ . (4) 

9 — Reduction des composantes excedentaires aux composantes propres. 

a) — Soit M m une composante excedentaire d'exces e ^ 1 de U u r\V v 
dans Tespace projectif P n ; on a m = u + v - n + e (n° 7, a)). Nous 
allons demontrer qu'il existe des varietes U™ +1 contenant U et telles 
que M soit composante (d'exces e-1) de U x r\V; plus precisement 
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]'on peut prendre pour U 1 un cone de directrice U et dont le sommet 
est un point generique de P n sur un corps de definition commun k a 
U, V et M; alors (chap. I, § 8, n° 2,c)) presque tout cone U[ de dimension 
u + 1 et contenant U repondra a la question. Pour demontrer l'assertion 
relative au cone generique U 1 il nous suffira de prendre des coordonnees 
af fines, et de montrer que M est composante de U' r\V,ou U' est un 
cylindre passant par U et dont la direction D (qui est de dimension 1) 
a des parametres directeurs (a t ) algebriquement independants sur k. 
Pour cela considerons une composante W de U' r\ V contenant M, 
et remarquons que, comme M n'est pas composante propre de U A V, 
on a U 4= A n , et U ne peut contenir un point generique (sur k) de 
l'espace; done M' ne contient pas le cylindre de direction D passant 
par M. Ainsi, si W 4= M, Intersection de U et de la generatrice d'un 
point generique P de W sur k(a) se reduit a un point Q $M; en posant 
g> == P = (ft + on a * 4= 0 (sinon M'CU), t est algebrique sur 
?f (sinon W est un cylindre de direction!)), et dim fc(a) (?) ^ m + 1 
(sinon 0 6 M). Mors, comme P 6 Fet comme (?6f/,ona dim fc (£ + 
dim* (?) ^ et un petit calcul de degres de transcendance montre que 
l'on a u + v S w + n, contrairement au fait que M est composante 
excedentaire de U r\ V. 

b) - Par applications repetees, et avec les notations precedentes, 
on voit que, si e 1 et e 2 sont deux entiers positifs tels que e 1 4 £ 2 g e, 
et ^>owr presque tous couples L v L 2 de varietes lineaires de dimensions 
^ — 1,^ — 1 (resp. ^ow presque tous couples D v D 2 de directions de 
dimensions ^, e 2 ), M est composante des cones U', V de sommets L v L 2 
(resp. des cylindres U', V de directions D v D 2 ) et passant par U et F. 
Si ^ -H e 2 = 0, Af est composante ^fo^re de C7' n F'. 

c) - Nous allons montrer que, dans ces conditions, on peut meme 
choisir le « presque partout» de sorte que Ton ait la formule suivante 
(qui ramene l'etude des composantes excedentaires a celle des composante 
propres, conformement a une suggestion de F. Severi) : 

i(M;U-V) = i(M;U'-V). (1) 

Par applications repetees en est aussitot ramene au cas ou e 1 = e, e 2 = 0; 
et Ton peut se placer dans l'espace affine. Soit L n ~ e une variete lineaire 
transversale a la direction D du cylindre U' ; notons U v V 1 et M 1 les 
projections de U, V et M sur L, qu'on peut supposer d'indice 1 (chap. I, 
§ 8, n° 3,b)); le cylindre U' s'identifie alors au produit U 1 x D. Done, 
et comme M est l'unique composante, a distance finie ou infinie, de 
U' r\V se projetant sur M v la formule (1) du n° 6,b) montre que Ion a 
i{M x ) U 1 • F x ) = i(M; U' - V). Or le premier membre est la multiplicite 
e{9l) de Tideal 9£ de o = t>(M B \ U x F) engendre par les x i - x i} et le 
second membre est la multiplicite e($) de l'ideal de o 1 = 0 (Mf 1 ; x F x ) 
engendre par les y,- - y-, les Y,- etant n - e formes lineaires definissant 
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la direction D de projection. Or, d'apres la birationalite de la projection 
en M, U et V, les anneaux locaux o et o 1 ont meme corps des fractions et 
meme corps residuel, et o est entier sur o 1 (n° 6,b)). Les completes o et o x 
ont done meme anneau total de fractions ; en notant L un corps de base 
de o (§ I, n° 4, a)) etenposant r = L [ \y x - y p . . . ,-y n _ a - on a 

\p 1 : t] = [o : r], d'ou e(93) = e(i> • 95). Comme l'ideal o • 93 de o a meme 
multiplicite que 9£ (R. a.), notre assertion est demontree. 

d) — Ceci etant, des raisonnements faciles utilisant les result ats du 
n° 8, c) relatifs a la reduction au cas d'une intersection ponctuelle avec une 
variete lineaire, montrent que ces resultats se generalisent aux com- 
posantes excedent aires. 

10 — La multiplicite d'une specialisation. 

a) — Soient K un corps, (z) un systeme fini de quantites algebriques 
sur K. On appelle systeme complet de conjugues de (z) sur K un systeme 
(z^\ . . . , z( d) ) de quantites, ou les (z {l) ) sont les transformed de (z) par 
K-automorphismes, et ou chaque (z^) figure [K(Z) : K\ fois (facteur 
inseparable du degre de K(z) sur K). Le nombre d des (z {i) ) est done 
[K(z) : K]. 

b) — Considerons maintenant une variete V s de A s x A N , ayant A s 
pour projection sur le premier facteur. Supposons qu'un point de la 
forme (0, a) soit composante de V r\ ((0) x A N ) ; alors (a) est algebrique 
sur tout corps de definition de V. Soit (x, y) = (x v . . . , x s , y v . . . , y N ) 
un point generique de V sur un corps de definition k de V; les quantites 
(x v . . . , x s ) sont algebriquement independantes sur k, et les y f sont 
algebriques sur k(x). Si . . . , y {d) ) est un systeme complet de 
conjugues de (y) sur k(x), les points . . . , (x, y^ d) ) sont les 
points de V qui ont (^) pour projection sur A s (chacun etant repete 
[k(x, y) : fois); ce sont des points generiques de V sur k, et ce 
sont les composantes de V r\((x) x ^4^). Considerons maintenant une 
specialisation . . . , y( d) ) de . . . , y {d) ) sur ft prolongeant 
(^)->(0); les points (0, y (j) ) sont des points de Fn((0) x ^4^). Nous 
nous proposons de calculer combien de fois (0, a) figure parmi eux. 

c) — Par une nouvelle specialisation Ton peut supposer que les 
(yW) sont tous algebriques sur k: en effet Ton peut ne changer que 
ceux qui ne Tetaient pas, et aucun (yV)) transcendant ne peut se 
specialiser en (a) puisque (0, a) est composante de Fn((0) x A N ). 
En omettant ceux des (y(?)) tels que (y( ? ')) ne soit pas fini, la specialisation 
consideree est finie, et (en modifiant la signification de d) est induite 
par rhomomorphisme canonique de k[x, . . . , y^ d) ] sur son quotient 
par un ideal maximal q; l'ideal c\r\k[x] est engendre par les x t . L'anneau 
local r = k \_x\ X ) est done un sous-anneau de T anneau local 
0 = k[x, y (1) , . . . , y^] q . Comme ces anneaux ont meme dimension 5 
(=dim(F)) et que r est regulier, r est un sous-espace topologique de 



38 



II. § 5. Theorie locale des multiplicites cT intersection. 



o (R. a.). Alors le complete f = k[[x]] est un sous-anneau de o; Ton 
peut ecrire o = k[[xj\ [y {1 \ . . . , y (d) ] et o est entier sur f . Considerons 
un ideal premier t> de (0) dans o ; comme t)At = (0), t s'identifie a un sous- 
anneau de l'anneau d'integrite o/p = k[ [x]] lif 1} , . . . , rf d) \ lequel peut 
s'identifier a un sous-anneau de la cloture algebrique k((x)) du corps de 
series formelles &((*)). Les sont entiers sur r= *[[*]]. Les 

systemes . . . , rf d) ) et . . . , y {d) ) sont isomorphes sur k(x). 

Et (0, . . . , y (d) ) est une specialisation de (0, rf x) , . . . , rf d) ) etendant 
l'homomorphisme canonique de k[[x]] sur k. Une telle specialisation 
est dite «au centre de x ». 

D'autre part, pour tout /, l'anneau & j) = k[ [x]] [r) (j) ~\ est un anneau 
semi local complet ; comme il n'a pas de diviseurs de zero, c'est un anneau 
local (R. b.). Done (j#>) est l'unique specialisation de au centre 

de t. Par consequent le nombre de fois ou (a) figure parmi les 
(nombre qui ne depend pas de l'ideal premier v de (0) choisi) est egal 
au nombre d'indices / pour lesquels le corps residuel de 3 (j) est isomorphe 
a k(a). Celui-ci est independant de la specialisation . . . , y {d) ) ; 

on l'appelle la multiplicity de (a) considere comme specialisation de (y) 
sur (x) — > (0) avec reference a k; notons le m. 

II est clair que, si (rf j) ) admet {a) pour specialisation au centre de r , 
il en est de meme de tout conjugue de (rj ij) ) sur k((x)). Choisissons dans 
chaque classe de tels conjugues un representant et soient, pour 

fixer les idees, rj (1) , . . . , rf g) les systemes ainsi choisis. Comme 
(r] a) , . . . , rf d) ) est evidemment reunion de systemes complets de 
conjugues sur k((x)), on a 

m • [k(a) :k]=£ [£((*)) : *((*))] . (1) 

i = l 

Comme [k(a) : k] divise chaque terme du second membre (R. c.) et 
comme toute specialisation au centre de r d'un systeme complet de 
conjugues de sur k((x)) contient tous les conjugues de (a) sur k 

repetes chacun le meme nombre de fois, la formule (1) montre que m 
est multiple du facteur inseparable [k(a) : k] t du degre de k(a) sur k. 

d) - Considerons maintenant l'anneau local 9t de (0, a) sur V, 
et son complete & = &[[>]] [y]. Pour chaque ideal premier p t de (0) 
dans 9t, on a p t r\ k[[x]] = (0) ; done k[ j>] ] s'identifie a un sous-anneau 
de 9typ f . En notant (z (t) ) l'image canonique de (y) dans 9l/p t , on a done 
&lp t = k\[x]] [><'>], et Ton peut identifier les (z (t) ) (qui sont entiers 
sur k[[x]], puisque (x) est un systeme de parametres de 91 (R. d.)) 
a des elements de Hfy). Comme les ideaux p t sont distincts, les (z®) 
sont deux a deux non conjugues sur k((x)). Or il est clair que tout 
(sfi)) admet (a) pour specialisation au centre de r. Comme c'est 
evidemment une specialisation, et done un conjugue, de (y) sur k(x), 
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il figure parmi les (r] {i) ) definis en c), et c'est un conjugue sur k((x)) 
de Tun des q premiers. Reciproquement, pour i= 1, . . . , q, l'anneau 
local complet = k[[x\] [r) (i) ] est isomorphe a un quotient de 9*; 
comme ils ont meme dimension, il exist e un ideal premier p t de (0) 
dans 9t tel que 3 (<) = 9t/p,; done (fj^) est conjugue de (z {t) ) sur k({x)). 
La formule (1) peut done s'ecrire 

m • [k(a) :k]=£ [*((*)) (* (0 ) : *((*))] • (2) 
t 

Or (R. d.), comme k[[x]] et 9t ont k et pour corps residuels, m est 
la multiplicite de l'ideal (x v . . . , x s ) de 91, e'est-a-dire la multiplicite 
d'intersection z((0, a);F-I)ouI designe la variete lineaire d'equations 
X 1 = • • • = X s = 0 (n° 7,c)). Nous pouvons done enoncer: 

Theoreme — F s wwe variete de point generique (x v . ..,x s , y x , . . . , y ») 
tes ^ algebriquement independants sur k, et les y j algebriques sur 
k(x). Notons L la variete lineaire d' 'equations X v = • • • = X s — 0, et 
supposons que le point (0, a) soit composante (propre) de Vr\L. Si 
(y (1) , . . . , y {d) ) est un systeme complet de conjugues de (y) sur k(x), et si 
(0, y (1) , . . . , y (d) ) est une specialisation de (x, y (1 \ . . . , yW) sur k, alors 
le nombre de fois ou (a) figure parmi les (y^) est egal a la multiplicite 
d' intersection i((0, a); V • L) ; et ce nombre est multiple du facteur in- 
separable [k(a) : k] i du degre de k(a) sur k. 

e) — II resulte aisement du theoreme precedent, et du Chap. I, 
§ 8, n° 4,c), que si P est un point propre d'intersection d'une variete V r 
definie sur k et d'une L n ~ r , et si L n ~ r est une variete lineaire generique 
sur k, alors les points d'intersection de V et Z forment un systeme 
complet (P (1) , . , F>W) de conjugues sur k(L) } et, dans toute spe- 
cialisation de (PW, . . . , PW) etendant L -> L, le point P figure 
i(P)V-L) fois. Si L est definie sur k, alors P est algebrique sur k, 
et i(P; V • L) est multiple de [k(P) : k\. Demonstration par change- 
ment de coordonnees et utilisation de la transitivite des specialisations. 

f) — Ce dernier resultat et la transitivite des specialisations montrent 
que, si V r est definie sur k, si L' n ~ r est specialisation de L n ~ r sur k, et si 
P et P' sont des points propres d'intersection de V avec L et L' tels que 
(L f , P') soit specialisation de (L, P) sur k, alors on a Yinegalite 

i(P';V'-L')^i(P;V-L). (3) 

11 — Unicite des multiplicites d'intersection. 

a) - La theoreme du n° 10, d) montre que la multiplicite i(P; V • L) 
d'un point propre d'intersection P d'une variete V, avec une variete 
lineaire L de dimension complementaire, que nous avons definie dans 
ce livre (et qui coincide evidemment avec celle definie par Chev alley) 
est egale a celle definie par A. Weil. Lorsque le domaine universel est 
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le corps C des nombres complexes (oil, plus generalement, un corps 
value complet et algebriquement clos)., les notions de specialisation et 
de limite coincident, et notre i(P;V-L) est egale a la multiphcite 
d'intersection de V et L en P definie par voie analytique; plus precise- 
ment le nombre de points generiques (*, y<*>) de V qui se specialise^ 
en (0 a) (notations du n° 10, d)) est egal au nombre des points (*, y w ) 
qui tendent vers (0, a). Le fait que, dans les trois theories en question, 
le precede de reduction des multiplicites d'intersection propres au cas 
d'un point propre d'intersection avec une variete lineaire (n°8,c)) 
est valable, montre que nos multiplicites d'intersections coincident 

(dans le cas des composantes propres) avec celles de la theorie de A. Weil 

et avec celles de la theorie analytique. 

b) - Un autre moyen de demontrer la coincidence de ces trois 

theories est de prouver ce qui suit. Une theorie des multiplicites des 

composantes propres dans l'espace affine est enlevement determmee 

des que 

on y connait les i(P; V ■ L) (L variete lineaire, P point), (1) 

la formule d'associativite (n° 8,b), (3)) y est vraie, (2) 

la formule de projection ((2) du n° 6,b) y est vraie, sous les (3) 
hypotheses qui sont faites a cet endroit, 

le critere de multiphcite 1 (n° 3,b)) y est valable pour les (4) 
composantes propres. 

En effet (4) montre que si L est une variete lineaire generique sur un 
corps de definition de V, toutes les composantes deVr^L ont multi- 
plicite 1. Mors, comme dans le n° 8,c), la propriete (2) montre que, si 
M est une composante propre de V r r\L' (LMineaire), et si L'« 'est 
une sous-variete lineaire generique de dimension n - r de L, alors tout 
point P commun a V et a L' est une composante propre de V C\ L 
et Ton a i(P; V ■ L') = i(M; V ■ L) ; done i(M;V-L) est determine 
de facon unique dans la theorie qui nous occupe. Pour passer au cas 
general et prouver l'unicite de i(M;U- V) (U et V etant deux vanetes 
affines quelconques et M une composante propre de leur intersection), il va 
nous suffire,dememe,de demontrer que i(M; U ■ V) =t(M v ; (U x V) ■ D) 
puisque la diagonale D est une variete lineaire; or on a, en apphquant (2) 
a M D consideree comme composante de D A (U x A n ) r\ (A n x V), 
i(M D ; U D ■ (A n x V)) ■ i(U D ; D ' (U x A n )) = 
i(M»;D ■ (U x V)) i(U xV;(Ux A n ) ■ (A n x V)). D'apres (4) ceci s ecnt 
i(M»; U D x (A n x V)) = i(M D ; D ■ (U x V)); et, d'apres (3), le premier 
membre de cette derniere egahte est egal a i(M; U ■ V). Ceci demontre 
notre assertion. 
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12 — Multiplicites d'intersection et ordre d'inseparabilite. 

Ce n° est consacre a la demonstration du resultat suivant: 
Soient U et V deux varietes definies sur une extension algebrique 
d'un corps k, p e et p f leurs ordres d'inseparabilite sur k (chap. I, § 9, n° 1). 
Si M est une composante propre dell r\V , elle est definie sur une extension 
algebrique de k, et son ordre d'inseparabilite p 9 sur k satisfait a la relation: 
la multiplicite d' intersection i(M; U • V) est multiple de p 9 ~ e - f . 

a) - Le resultat ci-dessus a ete demontre au n° 10, e) lorsque M 
est un point P, que V est une variete lineaire L, et que U et L sont 
definies sur k. 

b) — Passons maintenant au cas ou V est une variete lineaire L n ~ r 
definie sur k, ou U r est definie sur une extension algebrique k' de k, 
et ou M = P est un point algebrique sur k. II s'agit de montrer que 
i(P;U-L) est un multiple de [k(P) : k\ • p~ e , p e designant Tordre 
d'inseparabilite de U sur k. En remplagant k par une extension separable, 
on est ramene au cas oil k' est une extension ^-radicielle de k; alors U 
est identique a toutes ses conjuguees sur k. Soit L n ~ r une variete lineaire 
de dimension n — r generique sur k, et soit (u) Y ensemble des coefficients 
(algebriquement independants sur k) d'un systeme de r equations de 
celle-ci. Comme au Chap. I, § 8, n° 4,c) on voit que U r\L se compose 
d'un nombre fini de points, conjugues les uns des autres sur k(u), et 
points generiques de U sur k' ; plus precisement, si (x) designe l'un 
d'eux, les autres sont identiques aux conjugues de (x) sur k(u). Les 
proprietes algebriques de l'ordre d'inseparabilite (Chap. I, § 9, n° 1) 
montrent aisement que Ton a p e = [k(u, x) : k{u)'\ i . Done un systeme 
complet de conjugues de (x) sur k(u) se compose du systeme des points 
d'intersection de U et L, chacun repete p e fois. L'application du n° 10, e) 
a U, L,L et au corps k' montre que, dans toute specialisation de ce 
systeme complet de conjugues prolongeant la specialisation L L 
sur k', le point P figure i(P; U • L)p e fois. Or, comme k' est une 
extension /)-radicielle de k, une specialisation sur k' est la meme chose 
qu'une specialisation sur k. On en deduit que p e i(P; U • L) est un multiple 
de [k(P) : k] i} et ceci est equivalent a ce que nous voulions demontrer. 

c) — Passons maintenant au cas d'une composante propre M r ~ s 
de U r r^L n - s , U etant algebrique sur k et L definie sur k. Notons p 9 
et p e les ordres d'inseparabilite de M et de U sur k. Considerons une 
variete lineaire L^ _(r_s) generique sur&. Si P est un point d'intersection 
de M et de L v e'est une composante de IjHM et un point generique 
de M sur k; le point P est algebrique sur K = k{L^) ; et on a 
i(M;U-L) = i{P;U- (LnlJ) (n°8,c), formule (4)) Comme U a 
meme ordre d'inseparabilite p e sur k et sur l'extension transcendante 
pure K, et que l'ordre d'inseparabilite p 9 de M sur k est egal a [K(P) : K] { 
on deduit de b) que i(M; U • L) est multiple de p 9 ~ e . 
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d) - Pour passer de la au cas general, il suffit de remarquer que 
i(M; U-V) = i(M D ) (U x V) • D) (n° 7,c), formule (1)), que M et M D 
ont meme ordre d'inseparabilite p g sur k, et que lordre d'inseparabilite 
de U x V sur k divise le produit p e p f des ordres d'inseparabilite p e 
et pf deU etV sur (Chap. I, § 9, n° 1). 

§ 6 — Intersections de cycles locaux et de cycles. 
1 — Calcul des cycles et des cycles locaux. 

a) - Etant donnes deux cycles X et Y de P n ou A n , soient 
X = £ n i u i> Y '=£ m i V i ( les U i et V * 6tant des vari6t6s )> ^esignons 

i 7 

par W iU les composantes de U^V^ On appelle cycle intersection 
de X et Y (relativement a A n ou P n ) et on note X_[_Y le cycle 

XLY^ZWiH'Ui-V^W^. (1) 

i, j, s 

Celui-ci n'est pas necessairement homogene meme si X et Y le sont. 
Lorsque X a et Y b sont homogenes et que toutes les composantes W ijs 
(qui sont les composantes de Supp (X) r> Supp (Y)) sont (c'est- 
a-dire de dimension a + & - n), on dit que le cycle intersection Xj_ Y 
est profire; on le note alors X • Y, on l'appelle le produit d' intersection 
de X et Y (relativement a ^ n ou P n ), et on dit que X • Y est defini. 
On notera qu'il ne suffit pas en general pour cela que toutes les 
composantes de X _]_ Y aient la bonne dimension (exemple de X = D -D', 
Y = E } D, D', E etant des droites de P 3 passant par un meme point et 
non coplanaires) ; cependant cette condition est suffisante s'il s'agit 
de cycles positifs. 

b) - Etant donnes deux cycles X et X' et une sous-variete N de 
P n (ou A n ) t on dit que X et X' sont localement egaux en N, et Ton ecrit 
X = N X', si aucune composante du cycle X - X' ne contient N (ceci 
ne veut pas dire que ces composantes sont disjointes de N). Si X = N 0, 
on dit que X est localement nul en N. La relation X = N X' est une 
relation d'equivalence compatible avec la structure de groupe ordonne 
gradue du groupe G{P n ) des cycles de P n ) les classes d'equivalence 
correspondantes sont appelees les cycles locaux en N; les cycles locaux 
en N constituent un groupe, qui est le quotient de G(P n ) par le sous- 
groupe des cycles localement nuls en N. Avec les notations de a) on 
dit que X - Y est defini en N (ou au voisinage de N) si toutes les com- 
posantes W ijs de Supp (X) n Supp (Y) qui contiennent N sont de di- 
mension a + b - n\ s'il en est ainsi, Ton convient, par abus de notations, 
d'ecrire des egalites locales sous la forme X • Y = N X f • Y', au lieu de 
les ecrire X±Y == N X'± Y' (meme si X • Y n'est pas defini au sens de a)). 

c) - Nous allons maintenant traduire dans le langage des cycles et 
cycles locaux diverses formules demontrees ci-dessus. La demonstration 



1. Calcul des cycles et des cycles locaux. 



93 



des formules donnees ici se fait par combinaison lineaire des resultats 
correspondants du § precedent. La regie de commutativite (§ 5, n° l,b)) 
donne 

X\_Y = Y±X . (2) 

La formule des varietes produits (§5, n c 5) donne (X et Y designant 
deux cycles de A n ou P n , X' et Y' deux cycles de A m ou P m ) : 

(X x X') 1 (Y x Y') = (X _L Y) x (X' ± Y') . (3) 

En designant par X un cycle de A n et par Y un cycle de ^ x A q tels 
que, pour toutes composantes U de Y, F de X et M de V r\^r A JU) t 
Tindice de projection de U sur A n soit fini et que la fermeture biprojective 
de U ne contienne pas la variete a rinfini de M x A q , — la formule de 
projection (§5, n°6,a)) donne: 

X± V T A JY)= V r A JY±(XxA 1 )). (4) 

La restriction relative aux indices de projection peut etre levee dans 
la formule (4) car, pour une composante U de Y dont Tindice de projection 
n'est pas fini, Tindice de projection de toute composante M i de 
U r\ (V x A q ) est aussi infini (puisque toute pro jet ante d'un point de U 
contient au moins une courbe de U), et les termes correspondants des 
deux membres de (4) sont nuls par convention (Chap. I, §9, n°2,g)). 
La restriction relative aux varietes a Tinfini peut etre levee si Ton 
opere dans un produit d'espaces projectifs. Si Ton considere, au lieu de 
pr^ , une projection / d'un espace projectif P r (cf. §5, n°4,b)), la 
formule (4) s'ecrit: 

X±f(Y)=f(Y±f-i(X)) (4') 

(ou f~ x {X) designe le « cycle conique» projetant X), et est valable si, 
pour toutes composantes U de Y et V de X, aucune composante de 
U r\f~ x {y) n'est contenue dans le centre de /. 

Enfin la formule de reduction a la diagonale (§5, n°7,c)), qui est 
valable pour les composantes excedentaires (§ 5, n° 9,d)), se traduit par 

HY^pr^KIx Y)), (5) 

ou p^ designe la projection de A n x A n , ou P n x P n , sur son premier 
facteur. 

d) — La formule d'associativiie, qui n'est valable que pour les 
composantes propres, demande a la fois une traduction locale et une 
traduction globale. Soient X, Y, Z trois cycles homogenes (de A n 
ou P n ) et N une sous-variete (de A n ou P n ) tels que, pour toutes com- 
posantes U, V, W de X, Y, Z, les composantes de U r\V r\W contenant 
N soient toutes propres; on a alors (§ 5, n° 8,b), (3)) : 

X-(Y-Z) = N (X-Y)-Z. (6) 

Si, pour toutes composantes U, V, W de X, Y, Z, toutes les composantes 
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de U r\ V r\ W sont propres, on a la formule globale 

X'{Y-Z) = {X-Y)-Z. (7) 

On remarquera que le resultat global se deduit du resultat local en y 
faisant N = Q. A cause de ces formules nous utiliserons desormais la 
notation X • Y • Z. 

e) - Etant donnee une composante M de l'intersection des supports 
de deux cycles X et Y, nous noterons i(M; X • Y) le coefficient de M 
dans X±Y (ou X • Y). Nous allons generaliser le theoreme de reduction 
(§ 5, n° 6,b)) au cas suivant: on prend pour M une composante propre 
de V • X n ~ Q oil V est une variete et ou le cycle X n ~ q est, au voisinage 
de M, une intersection complete de q diviseurs positifs H i de Tespace 
ambiant; en d'autres termes on a X = M H X • H 2 . . . H Q . Alors, si z :i 
designe la fonction induite sur V par une equation de H i} on a 

i(M; X • V) = ^ 2? o(Af ; F) *,) . (8) 

En effet, dans le cas ou ? = 1 et ou X = H x est une variete, ceci est 
un cas particulier du resultat cite plus haut (§ 5, n° 6,d)) ; lorsque H ± est 
un diviseur positif quelconque, notre formule resulte du cas precedent 
et du fait que, si % et y sont des elements non nuls d ; un domaine d'inte- 
grite local o de dimension 1, on a e(o xy) = e(o x) + e(o y) (R. a.). 
On demontre a partir de la le cas general par recurrence sur q en utilisant 
la formule d'associativite des anneaux locaux geometriques (R. b.). 

2 — Multiplicite d'une sous- variete. 

a) - Soit U une sous- variete d'une variete V de A n ou P n . Nous 
appelerons multiplicite de U sur V, et nous noterons m(U; V), la 
multiplicite de Fanneau local o(U] V) (R. a.). Comme un anneau local 
geometrique est regulier si et seulement si il est de multiplicite 1 (R. b.) ; 
une condition necessaire et suffisante pour que U soit simple sur V 
est que Ton ait m(U; V) =1. 

b) — Nous allons montrer que Ton a 

m (U; V) = i{U; U ± 'V) = i{U; U • V) (1) 

ou U x designe un cylindre de dimension ,n + dim (U) - dim [V), de 
direction generique et passant par U. II nous suffit de demontrer la 
premiere egalite (§5, n°9,c)). Soit (C) la famille des cycles W de 
dimension n + dim(LT) - dim(F) passant par U, tels que U soit 
composante (propre) de FnSupp(W), et que W soit, au voisinage 
de U, une intersection complete de dim (7) - dim (£7) diviseurs H t 
(ce qui est le cas si U est simple sur W d'apres § 5, n° 3,e)); si z 4 est 
la fonction induite sur 7 par une equation de H it on a 
i(U- W-V) = el£t>(U; V)z\ (n° l,e) ^ m(U; V) (R. c). Mais (R. d.) il 
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existe un systeme de parametres (z-)(i = l, . . . ,q\q = dim ( V) - dim ( U)) 
de o(U; V) engendrant un ideal de meme multiplicity que o(U; V), 
et Ton peut supposer que z- est induite sur V par un polynome 
F^X); en notant H- le diviseur d'equation F^X) = 0, et W 
le cycle H- . . . H' q , U est composante de V r\ Supp (W) et Ton a 
-V) = e(£o(U;V)zl = m(U;V). Par consequent w(l7; V) 

\ i 1 

est le minimum des entiers i(l7; ^ * ^) pour ^ € (Q- 

Prenons IF 6 (C), et soit P un point simple de U tel que U soit 
l'unique composante de F n Supp (FT) passant par P et que W soit 
intersection complete au voisinage de P. Designons par M une variete 
lineaire generique de dimension n - dim(F) passant par P. La formule 
d'associativite montre que i(U] V • W) = i(P; V • (W • M)). Si Ion 
choisit IF dans (C) tel que i(U; V • W) = m(U; F), le fait que IF • M 
est element de la famille (C) analogue a (C) et relative a P (au lieu 
de U) montre que Ton a m(P; V) ^m(U;V). Or, comme l'ideal maximal 
de o(P; V) est engendre par les fonctions induites sur V par des fonctions 
lineaires, le raisonnement ci-dessus (R. d.) montre que Ton a 
m(P; V) = i(P; D • V) ou D est une variete lineaire generique de 
dimension n — dim(F) passant par P. Si U 1 designe le cylindre de 
direction D passant par U, on a U x € (C), d'ou m(U; V) ^ i(U; U 1 - V), 
lequel est inferieur a *(P; £> • F) d'apres la formule d'associativite. 
II resulte de ces inegalites en sens contraires que Ton a 
m(P; V) = i{U; U 1 -V) = m{U; V). c.q.f.d. 

c) — Nous avons demontre au passage dans b) que, pour tout point 
P de U, on a m(P; V) ^m(U; F), avec egalite pour presque tout point 
de U (en particulier pour tout point generique de U). Done, pour toute 
sous-variete U' de U, on a 

m(U f ; V)^m(U; V) . (2) 

d) - Le fait, que la multiplicity d'un produit tensoriel d'anneaux 
locaux complets est egale au produit des multiplicites de ces anneaux 
(R. e.), montre que, si U et U' sont des sous-varietes de Fet V respective- 
ment, on a 

m{U x U'; V x V) = m{U; V) m(U'; V) . (3) 

e) - Si M est une composante de Ur\V, i(M; U • F) est la multi- 
plicity d'un ideal de o(M D ; U x F), d'ou i(M; U • F) ^ m(M D ; U x F). 
Comme M D CM x M, on deduit de (2),c) que m(M D ; U x F) ^ 
^#xl; C7x F). Dou, d'apres (3),d): 

i(M; U*V)> m(M; U)m{M; V) . (4) 

f) - Soit P un point d'une variete F; pour alleger nous prendrons P 
pour origine des coordonnees. II resulte de ce qui a ete vu en b) que, si 
D est une droite generique passant par P, on a i(P; D • F) = w(P; F). 
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Lorsque V est une hypersurface il est facile de voir que les droites D 
telles que i(P;D- V) soit strictement superieur & son minimum m(P; V) 
(ou non defini, D etant sur V) sont celles qui annulent la forme de plus 
bas degre de l'equation de V, c'est-a-dire les droites contenues dans le 
cone des tangentes a V en P. Nous aliens montrer que cette propriety 
s'etend a un point P d'une variete quelconque V r . Faisons en effet 
passer par P une I"-'- 1 generique, que nous prenons pour direction 
d'une projection /. La variete V se projette avec indice 1 (Chap. I § 8 
n< 3 b)) sur une hypersurface V de A r+1 ; soient P' la projection de P 
et D' une droite generique de A r+1 passant par P' ; alors /-*(D') est une 
L»-r generique passant par P, et P est l'unique composante, a distance 
finie ou infinie, de V n tH?) > donc le corollaire a la formule de projection 
(§ 5 n° 6,b)) montre que i(P; V ■ f-\D')) est egal a i(P' ; V ■ D'), c est- 
k-dire que m(P; V) = m(P' ; V). Un raisonnement analogue montre 
que pour qu'une droite D passant par P soit telle que i{P; V ■ D) > 
> m[P-V),\\ faut et il suffit que i(P' ; V ■ /(D)) > tn(P' ;V), c'est-a-dire que 
f(D) appartienne au c6ne des tangentes a V en P'. D'autre part, pour 
que D soit une secante limite (§ 3,c)) a V en P, il faut et il suffit que 
f(D) soit une secante limite a V en P'. Done, d'apres l'identite des 
tangentes et des secantes limites (§ 3,c)), notre assertion est demontree. 

3 — Diviseurs de fonctions. 

a) - Soient V 1 une variete de l'espace projectif P n et / une fonction 
rationnelle (+0, oo) sur V. II existe deux polynomes homogenes de 
meme degre F(X) et G(X) tels que /(*) = F(*)/G(*), (*) designant un 
point generique de V sur un corps de definition commun a. f, r, <j. 
Designons par D le diviseur de P n d'equation F(X)/G(X) (Chap. I, §9, 
n° 2 d)) Le produit d'intersection D ■ V est defini et est un diviseur 
sur V (c*est-a-dire un cycle de dimension r - 1) : en effet V n'est contenue 
dans aucune des deux hypersurfaces F(X) = 0, G(X) = 0 Pour toute 
sous-variete de V, on a i(W; D -V) — e(o(W; V) /(*)) (§ 5, n° 7,d ). 
Donc D ■ V ne depend que de / (et non de sa representation sous la 
forme FIG) On Tappelle le diviseur de f sur V, et on le note (/). Ses 
parties positive et negative (Chap. I, § 9, n° 2,c)) s'appellent le Mviseur 
des zeros et le diviseur des pdles de /, et se notent (/) 0 et (/)«,. Les com- 
posantes de (/)„ (resp. (/)„) sont les sous-varietes de V r sur lesquelles 
/ induit la constante 0 (resp. oo). On a evidemment 

(/) = (/)o - (fU ■ w 

Lorsque toute W r ~ x est simple sur V (ce qui est le cas de toute sous- 
variete de dimension r - 1 lorsque V est normal*; cf. § 4, n° l,c)) on a 

(f)=Zv w (f(x))-W, (2) 
v w designant la valuation normee dont l'anneau est o(W; V) (§ 5, n° 7,d)). 
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Ainsi, dans le cas d'une variete normale, les diviseurs de fonctions 
definis geometriquement coincident avec ceux definis par voie algebrique 
(R. a.). 

b) — Une methode analogue s'applique pour la definition du diviseur 
(f)aff d'une fonction / sur une variete affine V. Si Ton prolonge / en 
une fonction / sur la fermeture projective de V, le diviseur (f) aff s'obtient 
en enlevant les composantes a l'inf ini du diviseur (/) . 

c) — Considerons maintenant, dans le produit V x P x ( C P n x A)» 
le grafihe G de la fonction /, c'est-a-dire le lieu du point (%, /(%)). Alors, 
en designant par 0 le diviseur (0) - (oo) de P 1( on a 

(/) = prp n (G-(P„x6>)). (3) 

Prenons en effet des coordonnees affines dans P n et dans P 1 telles 
qu'aucune des composantes etudiees ne soit a rinfini; ceci implique qu'on 
transforme 0 en un diviseur 0' = (a) — (b) de A x (a, b £ A x ) et qu'on 
remplace le premier membre de (3) par ((/ — a)/(f — b)). Alors, en 
notant Y la coordonnee sur A v le diviseur G • (A n x &) sur G est celui 
de la fonction h(x, y) = (y — a)j{y — b) = (f(x) — a)/(f(x) — b) ; done, si 
W' r ~ 1 est une composante de ce diviseur, son coefficient est 
e(o(W; G) • (f(x) — a)/(g{x) — b)). Mais, comme la projection de G sur V 
est bireguliere en W (qui est «horizontale») on a o(W ; G) = o(W; V), 
W designant la projection de W sur le premier facteur. Done le coefficient 
de PFdans VT A JG • (A n x 0'))est egal he(o{W; V) (/(%) - a)j{g{x) - b)), 
c'est-a-dire au coefficient de W dans (f(x) — a)/(g(x) — b). c. q.f.d. 

d) — Notons que, si / et g sont deux fonctions sur V, on a 

(fg) = (/) + (S) , (!//) = -(/)• (4) 

Enfin le fait que l'anneau de coordonnees affines d'une variete 
affinement normale V r est Tintersection des anneaux des valuations 
correspondant aux sous varietes W r ~ 1 de V (R. b.), montre que les 
fonctions / sur V telles que (f) aff ^ 0 sont les polynomes sur V; sur la 
fermeture projective de V le diviseur des poles d'une telle fonction / 
est a Tinfini. Done, comme Tintersection des divers anneaux de co- 
ordonnees affines d'une variete projective est le corps de base*, une 
fonction / sur une variete normale projective V telle que le diviseur (/) 
soit positif est necessairement une constante ; on a alors (/) = 0 ; on 
deduit, dans ce cas, de (4) que, si (/) = (g), alors f/g est une constante. 

Ce resultat (qui est analogue autheoreme deLiouviLLE) nes'etend evidemment 
pas aux varietes affines. II ne s'etend pas non plus aux varietes projectives non 
novmales, comme le montre Texemple de la fonction yjx sur la cubique plane 

#3 _|_ yZ X y = 0 



* Utiliser le fait qu'un element de cette intersection est, pour toute forme 
lineaire t, de la forme P^(^ 0 , . . . , %)/^ s (0 ou P t est une forme de degre s{t). 
Ergebn. d. Mathem. N. F. H. 4, Samuel. 7 
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4 — Un theoreme de Severi. 

Etant donnee une variete V r de P n (ou meme de A n ), V r n'est pas 
necessairement Intersection complete de n-r hypersurfaces (c'est- 
a-dire n est pas necessairement definie par n - r equations), comme le 
montrent des exemples simples de courbes dans P 3 ou A v Cependant, 
si on utilise des cycles quelconques (non necessairement positifs), on 
a le resultat suivant, essentiellement du a F. Severi: 

Si Z r est un cycle homogene de dimension r de P n , il existe n-r 
diviseurs {non necessairement positifs) U l9 . . - , U n - r de P n tels que 
U lf . . . U n - r soit defini et que Von ait 

Z r =U lt .. U n - r . (1) 
On demontre ceci par recurrence descendante sur r, a partir du 
cas r = n - 1 ou c'est trivial. II suffit done de montrer, d'apres la 
formule d'associativite, que Ton a Z* = U • Y*+\ ou U est un diviseur. 
Soit Z = 2J n j v h les V o etant des vari6t6s - Prenons des coordonnees 
affines {X lt . . . , X n ) telles que le point a Tinfini sur 0X n ne soit sur 
aucune V Mors la projection de V j sur l'espace H des coordonnees 
X v . . . , X n - X est birationnelle, et, en designant par xf la fonction 
induite par X, sur V„ il existe des polynomes P s et Q s tels que 
^ = PM^...,^!)/0j(^---^i)- Supposons aussi que les 
projections des V j sur H sont toutes distinctes, ce qui est loisible; 
il existe alors un polynome T^, . . . , X n -J qui s'annule sur V r , pour 
i'=H" mais non sur V En posant T = £ T o et R= £ T o P ol T Qv 

1 j 9 

on a = R(x {j) . . , pour tout j. Ecrivons 2? sous la forme 

d'un quotient P/Q de deux polynomes, et designons par M et N les 
diviseurs d'equations X n P(X) - = 0 (M est ce qu'on appelle 
un monoide) et Q(X) = 0, et par C?' +1 le cylindre parallele a 0X n proj etant 
V.. On voit aisement que M ■ C t contient Vj avec coefficient 1 (§ 5, 
n°3,c)), que M • C } — Vj se compose de cylindres paralleles a 0X n , 
et que 'ce dernier cycle est egal a N ■ C f . D'ou V., = C } • (M - AO- 
II suffit alors de poser Y^ 1 =2" *»A et U = M — N. c.q.f.d. 

?' 

5 — Multiplicites d'intersection relatives. 

a) - Nous nous interessons ici aux varietes et cycles portes par 
une variete W m (affine ou projective) que nous appellerons la variete 
ambiante. Si C7« et V v sont des sous-varietes de W«, et si M m est une 
composante de U r\V, l'entier e r = m - {u + v - w) est appele Yexces 
relatif de M dans U r\V. Contrairement a ce qui se passe dans l'espace 
affine ou projectif, il existe des composantes d'exces relatif stnetement 
negatif: on prend pour W un hypercdne de P 4 ayant pour base une 
quadrique Q de P 3 , et pour U et V les plans projetant deux generatrices 
rectilignes de meme systeme de Q; alors U r\V se reduit au sommet 
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de W, qui est d'exces relatif —1. Cependant, si la composante M m 
de U r\V est simple sur W, son exces relatif est positif: en effet, au 
voisinage de M, U u et V v sont intersections completes de W w avec des 
cylindres generiques Jj^+ n ~ w et V\ +n ~ w de meme direction (§ 5, n° 3,e)) ; 
alors toute composante de U 1 r\ V x contenant M est un cylindre H de 
dimension au moins egale a u + v + n — 2w; et, comme M est com- 
posante d'une intersection de la forme H r\ W, sa dimension m satisfait 
k m^ u + v — w. Nous ne considererons desormais dans ce n° que des 
composantes d' exces relatif nul. 

b) — Considerons une sous-variete (simple ou singuliere) N de la 
variete ambiante W w , et deux cycles homogenes X u et Y v portes par W. 
Nous supposerons que, au voisinage de N, X et Y sont des sous -multiples 
d' intersections completes, c'est-a-dire qu'il existe des cycles X lt Y 1 de 
Tespace et des entiers a, b tels que a • X = N W • X v b • Y = N W • Y v 
Pour plus de simplicite dans les calculs, et en particulier pour nous 
debarasser des coefficients a et b, nous allons considerer des cycles 
a coefficients rationnels; la partie qui nous interesse de la theorie des 
cycles a coefficients entiers (n° 1) s'etend sans y changer un mot aux 
cycles a coefficients rationnels; notre hypothese veut alors dire qu'il 
existe des cycles X v Y 1 de Tespace tels que X —^W • X v Y ==jyTF ■ Y v 
Nous supposerons de plus que le cycle X ± • W • Y t est defini en N ; 
il revient au meme de dire que, pour toutes composantes U de X ei 
V de Y, toutes les composantes de U r\V contenant N sont d'exces 
relatif nul (petit calcul de dimensions). Dans ces conditions nous 
definirons le cycle local (en N) intersection relative de X etY par la formule 

(X • Y) w = N X 1 • W • Y x = N X X -Y= N X'Y X . (1) 

On dit alors que (X • Y) w est defini en N. La definition que nous venons 
de donner est independante du choix des cycles X lf Y ± : en effet, si Ton 
a aussi X = N W • X 2 et Y = N W • Y 2 , on deduit de la formule d'associa- 
tivite locale (n° l,d), (6)) que Ion a X x • W • Y 1 = N X 2 • W • Y 2 . Si M 
est une composante de Supp (X) r\ Supp ( Y) contenant N, le coefficient 
de M dans le cycle local (X • Y) w s'appelle la multiplicity d'intersection 
relative de X et Y en M sur W, et se note i w (M; X • Y) ; on remarquera 
que ce nombre est independant de la sous-variete N de M choisie, 
puisqu'on peut remplacer celle-ci par M sans changer X 1 et Y v 

Remarque — La multiplicite ijy(M; X • Y) est un nombre rationnel. Si N 
n'est pas simple sur W, ce n'est pas necessairement un entier, meme si X et Y 
sont des varietes. Par exemple si W est un cone du second degre de sommet M 
dans P 3 , et si X et Y sont deux generatrices de W, on a X = J W • X x et Y = % W • Y lt 
X x et Y 1 designant les plans tangents a W le long de X etY; d'ou (X • Y) = ^ X 1 • Y 
= j M, et %w(M; X • Y ) = ^ . 

c) — Cette derniere circonstance ne peut pas se produire si N est 
simple sur W. Plus precisement, si TV est simple sur W, toute sous- 
variete U de W (et plus generalement tout cycle X porte par TF) est, 

7* 
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au voisinage de N, intersection complete de W et d'une variete U x 
de l'espace; on pent par exemple prendre pour U x un cylindre (ou cone) 
generique passant par U (§5, n°3,e)). Notre definition des multi- 
plicity d'intersection relatives s'applique done aux composantes simples 
sur W de l'intersection U r\ V de deux sous-varietes de W, a condition 
que ces composantes soient d'exces relatif nul. Si M est une composante 
simple et d'exces relatif nul de l'intersection U A V de deux sous-varietes 
de W, on a 

i w {M; U • V) = i{M; U ■ V) , (2) 

le second membre designant la multiplicite de M consideree comme 
composante excedentaire de U A V dans l'espace affine ou projectif ; en 
effetona d'apres la definition donnee en b), i w {M; U • V) = t(Af ; U t -V) 
ou U x est un cylindre generique passant par U; et la formule (2) resulte 
alors de la reduction des composantes excedentaires aux composantes 
propres (§ 5, n° 9,c)). Pour une composante multiple M, on a seulement 
i w (M;U -V)^i(M;U -V). 

d) - II resulte de (2) que, si nous notons x t (resp. x-j la fonction 
induite sur U (resp. V) par la coordonnee X t , i w {M; U ■ V) est la 
multiplicite e(9Q de l'ideal % de o(M^>; U x V) engendre par 
(«, - x{, . . . , x n - <)• Extrayons de (X v ...,X n ) un systeme um- 
formisant de formes lineaires (§4, n°3,b)) de W le long de M, soit, 
pour fixer les idees (X a ) (1 ^ a ^ w = dim (W)). Si nous designons 
par (Xg) (w + 1 ^ j8 < «) les autres coordonnees, ll existe « - ze> ele- 
ments F- de l'ideal de If tels que le determinant det {dFJdX 8 ) soit 4=0 
sur M (§ 4, n° 3,b)). Or on a F,(«) = F/* 1 ) = 0 sur U x V; d'ou, par 
developpement de Taylor, 

0 = Fjix') =E (x'i- x,) dFJdXt + £ b u . {A - x t ) (xl> - , 

c'est-a-dire £ (4 - x t ) dF./dx, € 9£». H en resulte que, si q est l'ideal 
de o engendre par les x' a - x„ on a 9e = q + 9C 2 , d'ou 9£ = q (R. a.). 
D'ou, pour une composante simple M de U r\ V : 

i w {M ;U-V) = e(Z [%; - *>) • ( 3) 

Ceci montre que notre definition de i w (M; U ■ V) coincide avec celle 
de Chevalley. Notre demonstration montre aussi que, si U et V sont 
des sous-varietes d'une variete lineaire L d'un espace (affine par exemple) 
A et si M est une composante de U a V, les multiplicites d'intersection 
(propres ou excedentaires) de U et V en M sont egales, que l'on prenne 
A„ ou L pour espace ambiant. 

e) - Les hypotheses etant celles de d) (M simple), supposons de 
plus que la sous variete V de W soit, localement en la composante M 
de Ur\V intersection de W et d'une variete V 1 de l'espace :deftme 
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(localement ou globalement) par n - dim(F 1 ) — dim(TF) - dim(F) 
equations (F f (X) = 0) ; autrement dit Tideal premier t> de V dans o(M; W) 
est engendre par les dim(T7) - dim(F) elements y i =F i {x). Alors, 
comme i w {M; U • V) = i(Af ; £7 • IQ, le theoreme de reduction (§ 5, 
n°7,b)) montre que i w {M] U • F) est egal a la multiplicite de Tideal 
de o(M; U) engendre par les classes (y t ) des (yj, c'est-a-dire a tf(t> + u/u), 
u designant Fideal premier de £7 dans o(M; Tf). Si, de plus, Tideal u 
est lui aussi engendre par dxm(W) - dim (£7) elements (zj), le fait que 
o(M;W) est un anneau local regulier et le theoreme d'equidimensionalite 
d'l. S. Cohen (R. b.) montrent que la multiplicite de v + u/u est egale 
a sa longueur (R. c), c'est-a-dire a la longueur de Tideal primaire t> + U 
pour Tideal maximal m(M; W). 

f) — Revenons maintenant au cas general, les hypotheses etant 
celles faites en b). De petits calculs, utilisant la formule locale d'associati- 
vite et les formules du n° 1, montrent que Ton a les formules locales 
suivantes : 

(X • Y) w = N (Y • X) w (commutativite) . (4) 

({X • Y) w • Z) w = N (X • (Y • Z) w ) w (associativite) . (5) 

((X x X') • (Y x Y')) w x w = N x N >{X • Y) w x (Z' • Y V (6) 

(cycles produits). 

Ces trois formules s'entendent au sens suivant: si le premier membre 
est defini, Tautre Test aussi et lui est localement egal. La formule 
suivante demande, pour etre valide, que ses deux membres soient 
def inis : 

(X • Y) w = prJfW 3 • {X x Y)V x w) (reduction a la diagonale) . (7) 

La formule d' associativite et le resultat vu a la fin de e) montrent 
que, si P est un point simple de W r , et si X v . . . , X r sont r diviseurs 
positifs de W qui sont localement des intersections completes en P 
(c'est-a-dire que X i est le diviseur d'une fohction z j de o(P; W)) et 
dont P est une composante d'intersection, alors le coefficient de P 
dans le cycle local (X 1 - X 2 . . . X r ) w est egal a la longueur de V ideal 
(z v . , . i z r ) de p(P; W) (qui est primaire pour m(P; W)). Pour que les 
fonctions (%, . . . , >? r ) forment un systeme de parametres uniformisants 
de en P (c'est-a-dire engendrent m(P; W)\ cf. §4, n°3,a)), il faut 
et il suffit done que Ton ait (X t • X 2 . . . X,) w = P P (R. d.). 

Nous nous contenterons de donner la formule de projection dans le 
cas global. Si X est un cycle du produit W x W de deux varietes 
projectives, et si Y est un cycle de W tel que toute composante M 
de Supp(Y) r\ Supp(pr^(Z)) soit d'exces relatif nul, que Y et pr w X 
soient intersections completes au voisinage de toute composante M, 
et que X soit intersection complete au voisinage de toute composante 
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de Supp(X) a Supp(Y x W), alors ((Y x W) • X) w x w > est defini, 
et on a * 

(Y • pr TF Z) TF = pr^((Z • (Y x W)) w x ^) . (8) 

g) - Uinvariance des cycles locaux intersections relatives par 
transformation birationnelle et bireguliere en N de est evidente dans 
le cas ou N est simple, en vertu de (2) (c)) et de la propriete analogue 
demontree pour les intersections excedentaires (§5, n°4,a)). Dans le 
cas general il s'agit de montrer que, si X et Y sont deux cycles de 
W et M une composante de Supp (X) r\ Supp ( Y) telle que (X • Y) w 
soit defini en M, et si W est une variete en correspondance birationnelle 
et bireguliere avec W au voisinage de M (en ce cas la variete M' corres- 
pondent a M sur W est composante del' intersection Supp (X') r\ Supp (Y') 
des supports des cycles X' et Y' correspondant biregulierement a X 
et Y sur W), alors le cycle intersection (X f • Y') w > est defini au voisinage 
de M', et on a 

i w {M; X • Y) = *V(M' ; X' • Y') . (9) 

Les questions de dimension sont en effet evidentes. Par linearite, et 
d'apres l'associativite et le theoreme de Severi (n°4), il nous suffira, 
pour montrer que X' et Y' sont des intersections completes en M' 
et que la formule (9) est vraie, de nous borner a X' , et de supposer que 
X et X' sont des diviseurs positifs et Y et Y' des varietes. Par hypothese 
on a X = M W • X 1 et (X • Y) w = M Y • X 1 ou X 1 designe un diviseur 
de l'espace ambiant. En notant z (resp. z) la fonction induite sur W 
(resp. Y) par une equation de celui-ci, les composantes V j de X contenant 
M correspondent aux ideaux premiers minimaux de o(M; W) - z, 
le coefficient ^ de ^ dans X etant ^(o p .^) (§5, n°7,d), (2)) (ou 
o = o(M; TF) et o p . = o(Vy, W)), - et la multiplicite i w {M; X • Y) 
est 0(0 (M; Y)l) (ibid.). Comme on peut, apres multiplication par un 
element inversible, supposer que Telement z de 0 = o(M; W) = o(M' ; W) 
est induit sur W par Tequation d'un diviseur positif X' lf on voit aussitot 
que Ton a X[ - W = M >£ 7J designant la sous- variete de W 

dont Tideal premier dans o(M'; est p, ; autrement dit X r est, en M', 
une intersection complete X{ - W\ D' autre part, comme o(M; Y) 
= o(M f ; Y'), on a e(p(M; Y)z) = e(t>{M'\ Y')z), cest-a-dire i w {M; X • Y) 
= i W r(M'; X' - Y'). 

h) - Voyons ce qui se passe lorsqu'on s'induit sur une sous-variete U 
de W. Soient Z et Y deux cycles de W tels que Y soit aussi porte par U, 
et soit N une sous-variete de U (eventuellement vide), contenue dans 
X et Y, et telle que, au voisinage de N, X et U soient des intersections 
completes de W (X = N X X • W, U= N U 1 -W) et Y une intersection 
complete de U (Y == N Y t • C7). Alors, si les composantes en question 
sont.toutes d'exces relatif nul, les cycles locaux (X - U) w et (X • Y) w 



6. Rationalite des produits d' inter section. 



103 



sont definis puisque Y = N (Y 1 -U 1 )-W d'apres l'associativite locale ; 
posons Xjj = N (X • U) w . On a alors 

(X w • Y) = N (Xu ' Y)u • ( 10 ) 

En effet le second membre est defini puisque X v = N X 1 • U, et est 
localement egal a X x • U * Y x = ^ • Y, c'est-a-dire au premier membre. 

i) - Si / est une fonction sur W et si U est une sous-variete de W 
telle que la fonction f induite par / sur U ne soit_ pas identiquement 
nulle ou infinie, alors les diviseurs de / sur W et de / sur U sont lies par 

(/) = ((/)• U) w (11) 
lorsque le second membre est defini, cest-a-dire lorsque U est inter- 
section complete de W en toute composante de (/); il suffit en effet 
d'utiliser l'associativite et la definition de (/) (et (/)) donnee au n° 3, a). 

6 — Rationalite des produits d'intersection. 

a) - Nous avons vu que, si U et V sont des varietes (affines ou 
projectives) definies sur une extension algebrique d'un corps k et 
d'ordres d'inseparabilite p a et p h sur k, et si M est une composante 
propre de U r\V d'ordre d'inseparabilite p c sur k, alors i(M;U-V) 
est un multiple de p c ~ a ~ b (§ 5, n° 12). Ceci s'etend au cas ou M est 
excedentaire: c'est en effet alors une composante propre de U'r\V, 
ou U' est un cylindre generique passant par U, et on a 
i(M; U • V) = i{M; U' • V) (§ 5, n° 9,c)) ; d'autre part la consideration 
du corps des fonctions rationnelles sur U' (qui est une extension trans- 
cendante pure du corps des fonctions rationnelles sur U) montre que 
l'ordre d'inseparabilite de U' sur k(D) (D: direction du cylindre U'; 
k(D) est extension transcendante pure de k) est egal a p a \ enfin les 
ordres d'inseparabilite de M et de V sont les memes sur k et sur k(D). 
Par consequent, et en vertu de la formule (2) du n°5,c), si U et V 
sont portees par une variete W et si M est une composante simple 
et d'exces relatif nul sur W de U x V, i w {M; U • V) est un multiple de 
pc-b-a ( cec i sans hypothese sur def{W)). Cette propriete ne s'etend 
pas aux composantes M multiples sur W, puisque i w {M; U • V) peut 
etre fractionnaire (n° 4,b), remarque). 

b) - Soient maintenant X et Y deux cycles rationnels sur un corps k. 
Alors le cycle X \_Y est rationnel sur k. Posons en effet X = £ nJJ i% 

i 

Y = y nijVj. Toute composante M de U i r\ Vj (c'est-a-dire de X ±Y) 

j 

est algebrique sur k \ et, si g est un &-automorphisme, M a est composante 
de X±Y puisque U? et V G . figurent dans X et Y. D'autre part les 
coefficients de M et M° dans X ±Y sont egaux (§5, n° l,f)), et valent 
n^i{M\ Ui • V 0 ). Or, par hypothese, n 4 (resp. m 3 ) est multiple de 
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l'ordre d'inseparabilite p a (resp. p b ) de U 4 (resp. V 0 ) sur k. Mais, 
d'apres a), i{M; U € • F/) est multiple de p c ~ a - b , p c designant l'ordre 
d'inseparabilite de M sur k. Done le coefficient « f w^'(M; I7 £ • F,) 
de M dans Z± Y est multiple de £ c , ce qui demontre notre assertion. 
II resulte alors du n° 5,c) que, si X et Y sont des cycles rationnels sur k 
et portes par une variete W telle que toutes les composantes de 
Supp (X) r\ Supp ( Y) soient simples et d'exces relatif nul sur W, alors 
le cycle (X • Y) w est rationnel sur k; en effet, avec les hypotheses faites, 
on a (X • Y) w = X_L Y; on remarquera que nous ne supposons £as 
que la variete ambiante W est definie sur k. 

c) - Demontrons, comme application de ceci, un resultat du a 
W. L. Chow, et qui constitue une reciproque partielle d'un resultat vu 
au chap. I (§ 9, n° 4,g)). Soient W une variete definie sur k, et X un 
diviseur positif sur W, dont toutes les composantes sont simples sur W, 
et dont les coordonnees de Chow sont rationnelles sur k; alors X est 
rationnel sur k. Considerons un hypercone generique X' pro jet ant X; 
si D designe le centre de la projection correspondante, le diviseur X' 
est rationnel sur k(D) puisque les coefficients de son equation s'expriment 
rationnellement au moyen des coordonnees de Chow de X et des coeffi- 
cients des equations de D (Chap. I, § 9, n° 4). Or, comme X est simple 
sur W, X' -W est somme de X et d'un diviseur positif «transcendant» 
sur k (puisque le support de X est 1' intersection des supports des divers 
X' \ (cf. Chap. I, §9, n°4,h)). Comme X' • W est rationnel sur k(D) 
d'apres b), et que k(D) est extension transcendante pure de k, notre 
assertion est demontree (Chap. I, § 9, n° 3,h)). 

7 — Le theoreme de specialisation. 

Theoreme de specialisation - Soient Y et Z deux cycles positif s portes 
par une variete projective U definie sur k; si (Y f , Z') est une specialisation 
de {Y,Z) sur k telle que (Y r , • Z% soit defini (cf. n° 5,b)), alors toutes 
les composantes de Supp ( Y) r\ Supp (Z) sont d'exces relatif nul sur U; 
si, de plus, toutes ces composantes sont simples sur U, alors (Y • Z) u est 
defini, et (Y r , Z' , (Y' - Z') v ) est V unique specialisation de (Y, Z, (Y • Z) v ) 
sur k prolongeant (Y,Z) -> (Y',Z f ). 

L'assertion relative aux exces relatifs sur U des composantes de 
Supp(Y) r\ Supp(Z) est consequence immediate du Chap. I, § 8, n° 2,c). 
D'autre part Y' et Z' sont portes par U (Chap. I, § 9, n° 7,e)). Notons 
que le theoreme de specialisation exprime la compatibilite de la spe- 
cialisation des cycles avec le produit d' intersection. 

a) - Demontrons d'abord le theoreme de specialisation dans le 
cas ou U est Vespace projectif P n . En choisissant un hyperplan a l'infini 
ne contenant aucune des composantes des six cycles consideres, nous 
nous ramenons au cas affine. Par utilisation des cycles produits et de 
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la diagonale (n° l,c), (5)) et application de la compatibility des spe- 
cialisations de cycles avec les produits cartesiens et les projections 
(Chap. I, § 9, n° 7), nous sommes ramenes au cas ou Z est une variete 
lineaire definie sur le corps premier (done Z' = Z). Soit alors L une 
sous variete lineaire de Z, generique sur k(Y, Y'), et de dimension 
telle que ses intersections avec Y et Y' soient propres et de dimension 0 ; 
comme les composantes de Y • Z et de Y' - Z sont determinees de facon 
unique par leurs intersections avec L (qui sont des points generiques 
de celles ci sur k(Y, Y'); cf. Chap. I, §8, n°4,c)), la definition meme 
des formes associees a Y • Z et Y' • Z par les intersections de ces cycles 
avec L (Chap. I, §9, n°4,b)) montre qu'il suffit de prouver que 
(Y' y Y' - L) est F unique specialisation de (Y, Y • L) sur k(L) etendant 

Y -> Y' ; en d'autres termes nous sommes ramenes au cas d'intersections 
ponctuelles. Enfin faisons une projection / dont le centre C est de 
dimension dim (L) — 2, est situe dans L, et est generique sur k(Y, Y f , L) ; 
alors f(Y) et f(Y') sont des diviseurs, f(Y') est une specialisation de 
/(Y) sur k(C,L) (Chap. I, §9, n°7,d)) et f(L) est une droite; dapres 
la caracterisation des coordonnees de Chow des cycles Y • L et Y' • L 
par les projections generiques de ceux-ci (Chap. I, § 9, n° 4, a)), il nous 
suffit de montrer que f(Y f • L) = f(Y') • f(L) est Tunique specialisation 
de f(Y • L) = /(Y) • f(L) etendant f(Y) -> f(Y') (e'est-a-dire Y -> Y')'\ 
mais, comme il s'agit maintenant d'une droite et de diviseurs, la demon- 
stration en est elementaire. 

b) - Dans le cas, encore, ou U = P n , le raisonnement fait en a) 
montre que, si M est une composante de Y • Z, alors toutes les com- 
posantes Nj d'une specialisation M' de M etendant (Y, Z) -> (Y', Z') 
sont des composantes de Y' • Z' . D'autre part Ton a 

Y' -Z')^i{M;Y-Z) . (1) 

En effet les reductions successives faites en a) nous ramenent au cas 
ou Z = Z' est une droite, et ou Y et Y' sont des diviseurs; et, dans ce 
cas, (1) se reduit a une question facile de multiplicites de racines 
d'equations algebriques. 

c) — Passons maintenant au cas ou Y, Z, Y f , Z' sont portes par 
une sous-variete U de P n definie sur k. Nous ferons Thypothese suivante 
sur Y et Z : 

(C) — i7 existe des cycles Y lf Z x de P n tels que, en toute composante M 
deY-Z, on ait Y = M U • Y t et Z = M U • Z 1 (Y 1 et Z x etant les memes 
pour toutes ces composantes). 

On a alors, globalement, U • Y 1 = Y + Y et U • Z x = Z + Z, ou 

Y et Z sont des cycles positifs ne contenant aucune composante de 
(Y • Z) u . Prolongeons la specialisation (Y, Z) -> (Y f , Z') en une spe- 
cialisation (Y x , Zj) ~> (Y{, Z{) ; d'apres a) celle-ci se prolonge, et de 
fa9on unique, en une specialisation (Y, Z) -> (Y', Z') qui verifie 
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U-Y^Y' +_Y', U-Z' 1 = Z' + Z', On a alors (Y • (Z + Z)) v = Yj Z x 
et (Y' • (Z' + Z')) v = Y'-Z{ (n°_5,b))^ce qui montre que (Y' • (Z' + Z')) v 
est specialisation de (Y • (Z + Z))^. Or, si M est une composante de 
(Y • Z)jj et iV une composante d'une specialisation M' de M etendant 
(Y, Z) -> (Y', Z'), 2V' est une composante de (Y' • Z')^ puisqu'elle a la 
dimension qu'il faut; et, comme i(N f ; Y' • Z()_^ i(M; Y • Z x ) (d'apres b)) 
et que M nest pas composante de (Y • Z) v , on a %(AT; Y' - Z') 
:> %(M; Y • Z). Done, en notant (Y • Z)^ une specialisation de 
(Y • Z)^ etendant les specialisations precedentes, on a (Y f • Z')^ 
^ (Y - Z)u; de meme (Y x • Z 7 )^ ^_(Y • Z)^. II s'ensuit que l'on a 
(Y' • (Z 7 + Z 7 ))?/ ^; (Y • Z)' r7 + (Y • Z)xj) mais comme les deux membres 
de cette inegalite sont des specialisations du meme cycle 
(Y • (Z + Z)) C7 = (Y • Z) v + (Y • Z)^, ils ont meme degre, et toutes 
nos inegalites sont des egalites. D'ou la conclusion du theoreme de 
specialisation lorsque (Y f • Z') v est defini et que Thypothese (C) est 
verifiee. 

On notera que nous n'avons utilise (C) que pour Fun des deux cycles. 

d) - L'hypothese (C) est verifiee lorsque toutes les composantes 
de (Y • Z)jj sont simples sur U: il suffit en effet de prendre pour Y 1 
et Z ± des cones generiques pro jet ant Y et Z; ceci complete la demons- 
tration du theoreme de specialisation. On notera que (C) est aussi 
verifiee lorsque (Y • Z) u admet une seule composante M qui soit singuliere 
suv U, et que Y et Z sont des intersections completes Y = M U • Y 2 , 
Z = M U - Z 2 au voisinage de M: on «corrige» en effet les composantes 
de Y 2 • U contenant d'autres composantes de (Y • Z) u au moyen de 
cones generiques, et Ton se ramene par difference au cas de cycles 
positifs. 

Le theoreme de specialisation explique la presence de multiplicites d'inter- 
section fractionnaires en une sous-variete singuliere de la variete ambiante (etudier 
l'exemple du cone quadratique donne au n° 5, b) au moyen de specialisations de 
coniques). 

e) - Lorsque les cycles (Y • Z) u et (Y' • Z% sont de dimension 
zero, le fait que le second est specialisation du premier montre qu'ils 
ont meme degre, e'est-a-dire que, si Ton pose (Y • Z) u = £ n^P^ 



Autrement dit le «nombre» des points P 5 - (chacun compte avec sa 
multiplicite) est egal a celui des points PJ. Ceci est le «principe de 
conservation du nombre». 

Exemples — 1) Soient X r un cycle positif de degre d et de dimension r de P n , 
et L n ~ r une variete lineaire telle que L • X soit defini; alors L • X est de degre d 



(Y' ■ Z% = S m'iP'i (P : 



'j, ~P[: points), on a 



E n i = E m 'i ■ 



(2) 



8. Families algebriques de cycles. 



107 



(autrement dit L • X «se compose de d points »). En effet ceci est vrai pour une 
variete lineaire generique L en vertu de la definition de d (Chap. I, § 8, n° 4) et 
du fait que, pour toute composante V de X, les points d'intersection de V et L 
sont tons de multiplicity 1 (§ 5, n° 3,d)). Notre assertion s'ensuit en specialisant L 
en L. On en deduit que, si M est une variete lineaire de dimension q ^ n — r, 
alors M • X, s'il est defini, est un cycle de degre d et de dimension q + r — n. 

2) Soient H lt . . . , H n n diviseurs positifs de P n , de degres d v . . . , d n et tels 
que H x ...H n soit defini; alors le degre de H x . . . H n est d 1 ...d n («Theoreme de 
Bezout»). En effet soit H$ un diviseur generique de meme degre ^ que H if et 
soit Di un diviseur decompose en ^_hyperplans generiques et independants ; comme 
Hi et Di sont specialisations de H it les degres de H x . . . H n et D x . . . D n sont 
egaux; et ce dernier est evidemment d x . . . ^ D'apres 1) on en deduit que, si 
H v . . . , H q (q < n) sont des diviseurs positifs de P n de degres d v . . . , et 
si H r . . , H ff est defini, le degre de ce cycle (de dimension n — q) est d 1 . . . ^. 
D'autre part, si Z et Y sont des cycles positifs de P n de degres d et tels que 
X • Y soit defini, le degre de X • Y est dd'siXetY sont des intersections completes 
de diviseurs positifs; on peut lever cette derniere restriction par linearite en utilisant 
le theoreme de Severi (n° 4). 

8 _ Families algebriques de cycles. 

a) - Soient U et V deux varietes projectives, et X un cycle de 
U x V se projetant sur U tout entier; soit k un corps de definition 
de U et V sur lequel X soit rationnel. Pour tout point P de U pour 
lequel le second membre est defini, nous poserons 

X(P) = pr v ((Px V)-X) (1) 
(on, pour alleger, nous ecrivons (P x V) • X le cycle intersection relative 
((P x F) • X) l7xF ). Le cycle Z(P) est rationnel sur fe(P) (n° 6). D'apres 
la compatibilite des specialisations avec les produits cartesiens (Chap. I, 
§9, n°7,f)), les projections (ibid.,d)) et les produits d'intersection 
(n° 7) on voit que, si P' est une specialisation de P sur k, alors X{P') 
est V unique specialisation de X(P) sur k prolongeant P -> P' . En 
particulier X(P) et X{P') ont meme degre; s'ils sont de dimension 0 
ils contiennent le meme nombre de points (et ce nombre est Vindice de 
projection de X sur U lorsque X se reduit a une variete). 

b) - Reciproquement donnons nous deux varietes projectives U 
et V definies sur k, un point generique P de U sur k, et un cycle Z porte 
par V et rationnel sur k(P). Nous allons montrer quit existe un cycle X 
de U x V rationnel sur k et tel que 

Z = pr v ((P x V) - X) (2) 

(cest-a-dire tel que Z = X(P)). Par linearite nous sommes ramenes 
au cas ou Z est premier rationnel sur k (Chap. I, § 9, n° 3,f)). Etant 
donne n'importe quel cycle Y premier rationnel sur un corps nous 
dirons qu'un point generique (x) dune composante quelconque de Y 
sur k' est un point generique de Y sur k' ; notons que la donnee de (x) 
et de k' determine Y, qui est la somme du lieu de Y sur k' et de ses 
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conjugues, multipliee par l'ordre d'inseparabilite de k'(x) sur ft' 
(cf. Chap. I, § 9, n° 3,f)) ; on dira que le cycle Y est le lieu de (x) sur ft'. 
Ceci etant, considerons un point generique Q de Z sur k(P), et prenons 
pour X le lieu de (P, Q) sur k. Notons W et T les varietes lieux de 
(P, Q) sur ft et sur ft(P). Comme ft(P) est extension reguliere de ft, 
tout ft-automorphisme dejft se prolonge, et de facon unique, en un 
ft(P)-automorphisme de k(P) (R. a.) ; done les conjuguees W a de W 
sur k correspondent biunivoquement aux conjuguees de T sur ft(P), 
que nous noterons done T a . D'autre part les ordres d'inseparabilite 
[ft(P, Q) : k(P)] t et [ft(P, (?) : de T et de JF sur k(P) et ft sont 
egaux: il suffit en effet, pour le voir, d'etendre une base de transcendance 
separante (u) de ft(P) sur ft en une base de transcendance («, w) de ft (P, (?) 
sur ft, - de remarquer que, comme ft(P, v) est algebrique separable sur 
k(u, v), les facteurs inseparables [ft(P, (?) : ft(P, v)] 4 et [ft(P, 0 : 
sont egaux, - et d'appliquer la definition de l'ordre d'inseparabilite 
(Chap. I, §9, n°l,a)). Si p f designe cet ordre d'inseparabilite, on a 
p x Z ^ pf £ T a et X = p f 2J W a . Pour demontrer (2), e'est-a-dire 

a a 

que P x Z = (P x V) • X, il suffira, par linearite et conjugaison, 
de voir que T = (P X V) - W ) or ceci est une consequence immediate 
du critere d'irreductibilite (Chap. I, §10, n° 2,b)) et du critere de 
multiplicity 1 (§5, n°3,c)). Le cycle X ainsi obtenu s'appelle le lieu 
de Z sur ft. II est determine de facon unique par (2) et par la condition 
d'etre rationnel sur ft. 

9 — Calcul des correspondances. 

a) - Nous aurons besoin des formules suivantes, concernant des 
produits triples. Soit Z un cycle du produit ixBxC;ona 

P^(pr^ x b{Z)) = Wa(Z) • W 
Si Z est un cycle du produit A x C, on a 

pr^ x b(Z x B) = pr A (Z) x 5 . (2) 
Les demonstrations se font par linearite, et ne presentent aucune 
difficult e. 

b) - Soient U u et V v deux varietes, et X x un cycle de U X V, 
e'est-a-dire une correspondance entre U et V (Chap. I, § 10, n° l,a). 
Pour tout cycle U' de U on pose 

X{U') = pr F (X • (U* x V) (3) 
et pour tout cycle V de V on pose 

X-i(F) - p%(X • (C7 x F)) , (4) 
lorsque les seconds membres sont definis. Pour que X(U') ne soit 
nul, il faut (d'apres la definition de la projection algebrique) que la 
dimension de X • (V x V) soit au plus egale a celle de la projection 
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sur V du support de X; si Ton suppose que pr y (Supp (X)) = V, cette 
condition s'ecrit, en tenant compte du fait que X • (V X V) est defini, 

dim(U") <u + v — x; (5) 

alors on a 

dim(X(E/')) = dim(X • (£/' x V)) = dim ([/') + x - « . (6) 

La condition (5) est verifiee pour tout cycle £7' de U lorsque x = v, 
c'est-a-dire lorsque dim(X) = dim(F) ; c'est le cas lorsque X est le 
graphe d'une application rationnelle de V sur U (cf. e)). On remarquera 
que, lorsque les deux membres sont definis, Ton a 

X(U' + U")=X{U') + X{U") . (7) 

Enfin, si P est un point de U, on a 

P x X{P)=X- (P x V) . (8) 

c) — Soient X x un cycle de U x V, et Y y un cycle de V x W; 
notons u, v, w les dimensions de U, V, W. S'il est defini le cycle 

YoX = V r UxW ((Xx W)-(Ux Y)) (9) 

est appele la correspondance composee des correspondances X et Y; 
c'est un cycle de dimension % + y — v. La formule (5) de b) montre 
que, si U' est un cycle de U, une condition necessaire pour que(Y O -X") {U') 
soit 4=0 est que Ton ait 

dim (?7') <j u + v + w — {% + y) (10) 

(en supposant X, Y, et done YoX, «non degeneres»). S'il en est 
ainsi la relation (5) est verifiee, puisque y ^ w ; et la relation (5) appliquee 
a X(U') et a la correspondance Y equivaut a (10). Ceci etant nous 
allons demontrer que la formule 

(Y o X) (V) = Y(X(U')) (11) 

est valable moyennant l'hypothese supplementaire que le cycle 

Z = (X x W) • (U x Y) • (U' x V x W) (12) 

est defini (cette hypothese se reduit a une question de dimen- 
sions si U, V et W sont sans singularites) . En effet formons 
-pr UxW (Z); d'apres la formule de projection ce cycle est egal a 
(U' x W) • p rc7 x W ((X xW)-{Ux Y)) = (YoX) • (IT x W) ; or, par de- 
finition, on a (YoX) (U f ) = pr w ((YoX) • (U' x W)) = pr^pr^ x W (Z)) 
(d'apres ce qui a ete vu) = pr w (Z) (d'apres (l),a)). D'autre part, d'apres 
l'associativite et la formule des varietes produits, le cycle Z s'ecrit 
Z = (U x Y) - (X • (U' x V) x W); d'apres la formule de projection 
pr F x W (Z) vaut alors Y • pr F x W (X • (U f x V) x W), e'est-a-dire 
Y • (pr F (X • (U' x V))x W) d'apres (2), ou encore Y • (X(U f ) x W); 
on a done pr TF (Z) = pr w (jpr v x W (Z)) (d'apres (1)) = pr^(Y • {X(U') x W)) 
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(d'apres ce qui vient d'etre vu) = Y(X(U')) (par definition). Ainsi les 
deux membres de (11) sont egaux a pi w {Z). 

d) - Avec les notations de c), Ton voit aussitot, par simple renverse- 
ment de l'ordre des facteurs du produit U x V x W, que Ton a 

—l 

Y^Tx = X- 1 O Y- 1 . (13) 

e) — Nous considererons maintenant une application rationnelle F 
de U sur V, et nous noterons encore F son graphe dans U x V (c'est-a- 
dire le lieu du point (P,F(P)), P designant un point generique de U). 
Si Y est un cycle sur V, et si F~ 1 (Y) est defini, un petit calcul de dimensions 
montre que Ton a 

dim(F) - dim(Y) = dim(ET) - dim^Y)) . (14) 

En particulier, si Y est un diviseur sur V, F-^Y) est un diviseur sur U. 

f) - Supposons maintenant que l'application F de U sur V soit 
partout reguliere, c'est-a-dire que pr^ etablisse une correspondance 
birationnelle et partout bireguliere entre F et U. Alors, si Y et Z sont 
des cycles sur V tels que F- X (Y), F-^Z), Y • Z et F-^Y • Z) soient definis, 
alors F-^Y) • F~\Z) est defini, et Ton a 

F-\Y • Z) = F-*(Y) • F-^Z) . (15) 

En effet, on aF-^Y -Z) = p%(F ■ ( C7 x (Y • Z))) = p%(F • (U x Y) • ( U x Z)) 
(d'apres la formule des varietes produits et Tassociativite) ; ce cycle 
vaut p%(F • (U X Y)) • p%(F • (C7 x Z)) d'apres l'invariance bireguliere 
desproduitsd'intersection^c'est-a-direF-^YJ-F-^ZJ.Descontre-exemples 
fort simples montrent que (15) ne s'etend pas au cas ou F n'est pas 
partout reguliere. II n'y a naturellement aucun rapport entre F(Y • Z) 
et F(Y) ' F(Z), comme le montre deja la Theorie des Ensembles. 

g) - Soient F une application rationnelle de U sur V, et G une 
application rationnelle de V sur W. Pour pouvoir appliquer commode- 
ment a F et G les result ats de c) et d) (notamment les formules (11) 
et (13)), il nous faut comparer r application rationnelle H de U sur W 
composee de U et V (c'est-a-dire l'application rationnelle definie par 
H(P) = G(F{P)), P designant un point generique de U; cf. Chap. I, 
§ 10, n° 3,c)), et le cycle G O F defini en (9),c), c'est-a-dire 
GoF = pr^ x W ((F x W) • {U X G)). Considerons l'ensemble algebrique 
C = pr Ux W ((F x W) r\ ( U x G)) (defini au sens ensembliste) . Un raisonne- 
ment de Theorie des Ensembles (analogue a celui fait en c)) montre 
que Ton a C(U') = G(F(U')) au sens ensembliste pour toute sous-variete U' 
de U; done, pour presque tout point P de U, C(P) est un point, a savoir 
G(F(P)) m , par consequent H est une composante de C; et les autres 
composantes de C sont contenues dans des varietes de la forme U' x W, 
U' designant une sous-variete propre de U. D'apres le critere d'irre- 
ductibilite demontre au Chap. I, §10, n°2,c) Ton peut affirmer que 
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C = H, et done que GoF = H au sens des cycles, lorsque G(F(P)) 
se reduit a un point pour tout point P de U, en particulier lorsque F 
et G sont partout regulieres. Par contre les exemples simples (utilisant 
la projection stereographique d'une quadrique sur un plan) montrent 
qu'il ne suffit pas qa'une seule des deux applications F, G soit partout 
reguliere pour qu'on puisse conclure que Go F = H. 

h) — Soient F une application rationnelle de U u sur V v , et M m une 
sous-variete de V; si le cycle F • (U x M) est defini, il est de dimension 
m + u — v, et il a M pour projection sur V au sens ensembliste. Done 
pour que le cycle F(F~ 1 (M)) soit =)=0, il faudra que u = v. Nous allons 
done supposer que les dimensions de U et de V sont egales, e'est-a-dire 
que Faun indice de projection fini d sur V. Alors, si F~ 1 (M) est defini 
et si F est reguliere en tout point P de U qui soit point generique d'une 
composante de ( U x M) • F, on a 

F(F~ 1 (M)) = dM . (16) 
En ef fet Fhypothese de regularity entraine que F(F~ 1 (M)) =-pr v (F -(Ux M)) 
et ce cycle vaut pr F (F) • M d'apres la formule de projection, e'est-a-dire 
dV • M, ou encore dM. L'hypothese de regularity est verifiee lorsque M 
est un diviseur, et que U, V et F sont des varietes normales. 

II n'y a aucun rapport entre une sous-variete W de U et le cycle F" 1 (F(W)), 
comme le montre deja la Theorie des Ensembles. 

i) — On remarquera que, si / est une fonction non constante sur V, 
e'est-a-dire une application rationnelle de V sur la droite projective P lf 
le diviseur (/) de f n'est autre que le diviseur f~\{0) — (oo)) (n° 3,c), 
formule (3)). Si de plus F est une application rationnelle de U dans V \ 
et si F est partout reguliere, foF est une fonction sur U, et on a 

( f OF)=F~\(f)). (17) 

En effet, en remplacant U par le graphe de F qui lui est biregulierement 
equivalent, on se ramene au cas ou F est une projection sur le premier 
facteur d ; un produit; et (17) est evidente dans ce cas. 

Rappel algebrique. 

Dans ce Rappel nous exposons succintement les definitions et 
resultats de nature algebrique utilises dans notre livre. II va sans dire 
que nous nous adressons a des lecteurs deja familiers avec les elements 
de TAlgebre: par exemple nous ne rappellerons que peu de choses de 
ce qui se trouve dans le texte des Elements de N. Bourbaki. 

Pour les demonstrations nous renvoyons le lecteur, soit aux memoires 
originaux (qui seront cites en leur lieu), soit, de preference, aux traites 
suivants : 

(A) Artin, E.: Algebraic numbers and algebraic functions. Cours 
polycopie. New York University 1951. 
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(B) Bourbaki, N.: Algebre. Chapitres I, II, III, IV, V, VI et VII. 

Act. Sci. et Ind., n° 934, 1032, 1044, 1102, 1179. Paris: Hermann. 
(K) Krull, W.: Idealtheorie. Erg. Math. IV, t. 3. Berlin 1935. 
(N) Northcott, D. G.: Ideal theory. Cambridge: University Press 

1953. 

(SC) Samuel, P.: Commutative algebra. Cours polycopie. Cornell 

University 1952-53. 
(SL) Samuel, P.: Algebre locale. Mem. Sci. Math., n° 123. Pans: 

Gauthier-Villars 1953. 
(VW) Van der Waerden, B. L. : Moderne Algebra. 
(WF) Weil, A.: Foundations of Algebraic Geometry. Amer. Math. 
Soc. Coll. Publ., n° 29. New York 1946. 
Les divisions de ce Rappel algebrique suivent celles du texte. 

Chapitre I. 

§ 1, n° 1, R.a.). 

Un anneau commutatif A est dit noetherien s'il satisfait aux conditions 
equivalentes suivantes : 

(a) Toute famille non vide d'ideaux de A, ordonnee par inclusion, 
admet un element maximal. 

(b) Toute suite strictement croissante d'ideaux de A est fime. 

(c) Tout ideal de A admet un systeme fini de generateurs. 

Si A est un anneau noetherien, l'anneau de polynomes A [X lf X n ] 
est noetherien; en particulier (theoreme de la base finie de Hilbert), 
si k est un corps, l'anneau k[X 1} . . . , X n ] est noetherien. Cf. (IV), 
chap. I, - ou (SC), chap. IV, § 1, - ou (VW), chap. XII. 

§ 1, n° 2, R.a.). 
Voir § 1, n° 1, R. a.). 

§ 1, n° 4, R. a.). 

Etant donne un ideal a d'un anneau commutatif A, l'ensemble des 
elements x de A pour lesquels il existe un exposant n tel que s» 6 a 
est un ideal de A. On l'appelle de radical de a, et on le note R{a). 
Cf. (B), chap. I, § 8, exerc. 13. 

§l,n°4, R. b.). 

Le radical de l'ideal a est Intersection des ideaux premiers contenant 
a. Cf. (B), chap. I, § 8, exerc. 13. 

§l,n° 4, R. c). 

Etant donnes un corps k, une extension k' de k et une extension 
algebriquement close K de k dont le degre de transcendance est au 
moins egal a celui de U, il existe un ^-isomorphisme de k' dans K. 
Cf. (B), Chap.V, §6, prop. 2. 
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§l,n° 4, R. d.). 

Etant donnes un anneau d'integrite B et une famille (x t ) d'elements 
d'une algebre commutative A sur B, on appelle specialisation de (x t ) 
sur B toute famille {%[) d'elements d'une algebre d'integrite A' sur B 
telle que, pour tout polynome F(X t ) 6 B[(X t )] tel que F(x t ) = 0, on 
ait F{%[) = 0. Si (x t ) est la famille de tous les elements de A, une. 
specialisation (%[) de (x t ) sur B est, essentiellement, la meme chose 
qu'un homomorphisme de l'algebre A dans l'algebre ^4'. Lorsque A 
est un corps, et (x t ) une famille d'elements de A, on dit qu'une famille 
(x' t ) d'elements d'un corps projectif A'^ (c.-a-d. un corps ^4' auquel 
on a adjoint un element note oo) est une specialisation (generalisee) 
de (x t ), si, en posant y\ = x t et y[ = x[ lorsque x[ 4= 00 , et y t = ljx L 
et y t r = 0 lorsque x[ = oo, la famille (%') est specialisation de (y t ). 
Le theoreme d' extension des specialisations dit que, etant donnees une 
famille (x t ) d'elements d'un corps K et une specialisation (generalisee) 
(x'x) d'une sous-famille (x x ) de (x t ), il existe une specialisation (generalisee) 
de (x t ) etendant (x\); cf. (WF), Chap. II, th. 6. Un enonce equivalent 
est que, etant donnes un corps K, un sous-anneau A de K et un homo- 
morphisme f de A dans un corps algebriquement clos K' , il existe un 
sous-anneau V de K contenant A et un homomorphisme g de V dans K f 
prolongeant / tels que, pour tout x de K — V, on ait 1/x £.V et 
g(l/#) = 0; un tel homomorphisme g est appele une place de K; on 
pose = oo pour x £ K — V; cf. (SC), Chap. I, §1. La donnee 
d'une place g d'un corps K equivaut a celle d'une valuation v de K, 
c'est-a-dire d'une application de K* dans un groupe totalement ordonne 
telle que v(xy) = v(x) + v(y), v(x + y) ^ Mm(v{x), v(y)); les elements 
tels que g(x) =|= oo sont ceux tels que v(x) ^0; cf. (SC), Chap. I, § 2. 
La theorie des specialisations fournit les caracterisations suivantes des 
elements x d'un corps K qui sont entiers sur un sous anneau A de K 
(cf. § 3, n° 4, R. a.) : 

(a) Pour toute specialisation / finie sur A, et toute extension g de /, 
on a g(x) 4= °o. 

(b) Pour toute place p de K telle que p(y) 4= 00 pour tout y de ^4, 
on a =f= oo. 

(c) Pour toute valuation v de K telle que v(y) > 0 pour tout y de A, 
on a ^> 0. 

Cf. (SC), Chap. II, § 1, n° 2. 

§ 1, n° 4, R. e.). 

Pour une demonstration geometrique du lemme de normalisation 
voir § 3, n° 4. Une demonstration algebrique, supposant k infini, se 
trouve, par exemple, dans (SC), Chap. II, §2, n° 2. Pour une de- 
monstration valable pour k fini voir (SL), Chap. Ill, n° 2, p. 38. 

Ergebn. d. Mathem. N. F. H. 4, Samuel. 8 
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§ 1, n° 5, R. a.). 

Un anneau d'integrite A contenarit un corps k et algebrique sur K 
est un corps. Cf. (B), Chap. V, § 3, prop. 3. 

§ 1, n°6, R. a.). 

On appelle factoriel un anneau d'integrite A ou chaque element 
+ 0 est, et de facon unique, produit d'elements irreductibles ; il revient 
au meme de dire que tout element ^=0 de A est produit d'elements 
irreductibles, et que tout element irreductible engendre un ideal premier. 
Si A est un anneau factoriel, A[X] Vest aussi; done k[X v . . . , X n ] 
est factoriel. Cf. (VW), Chap. IV, §23, - ou (SC), Chap. Ill, §3. 

§2, n° 3, R. a.). 

Le radical d'un ideal homogene est un ideal homogene. Demonstration 
facile. Cf. (SC), Chap. IV, § 2, n° 2, th. 3. 

§2, n° 4, R. a.). 
Voir § 1, n° 4, R. d. 

§2, n°4, R. b.). 

L'extension d'une specialisation / en une place g a valeurs dans un 
corps K (contenant F image de /) est toujours possible si K est algebrique- 
ment clos. Cf. (SC), Chap. I, § 1, n° 4, th. 8. 

§2, n° 4, R. c). 
Voir § 1, n°4, R. d.). 

§3, n° 1, R. a.). 
Voir § 1, n° 4, R. d.). 

§3, n° 4, R. a.). 

On dit qu'un element x d'un anneau B contenant un anneau A est 
entier sur A s'il satisfait aux conditions equivalentes suivantes: 

(a) II existe a n - v . . . , a 0 dans A tels que % verifie une equation 
de la forme % n + a n ^ x^ 1 + • • • + a 0 = 0 (appelee equation de dependance 
integrale de x sur A). 

(b) L'anneau A[x] est un A -module de type fini. 

(c) L'anneau A [x] est contenu dans un anneau R qui est un A -module 
de type fini. 

Un anneau B contenant A est dit entier sur A si tous ses elements 
sont entiers sur A. Cf. (SC), Chap. II, § 1, - ou (VW), Chap. XIV. 

§3, n° 4, R. b.). 

Rappelons les caracterisations suivantes des elements x d'un corps K 
qui sont entiers sur un sous-anneau A de K (cf. § 1, n° 4, R. d., et (SC), 
Chap. II, § 1): 

(a) Toute specialisation finie sur A est finie en x. 

(b) Toute place de K qui est finie sur A est finie en x. 

(c) Toute valuation de K qui est positive sur A est positive en x. 
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§4, n° 1, R. a.). 

Si K est un corps, et L et U des extensions, separables de K, le 
produit tensoriel L<g>L' n'a pas d'elements nilpotents. Si L est une 
extension algebrique finie de K, L <g> L' est une algebre semi-simple de 
dimension finie sur L', c'est-a-dire un compose direct de surcorps de L' . 
Cf. Chev alley: Algebraic functions of one variable. Chap. IV, §4. 
Math. Surveys. New York 1947. 

§4, n° 1, R. b.). 

Ceci resulte de la correspondance entre &-varietes et ideaux vue au 
§ 1. Dans un anneau noetherien A (comme k[X, X']) les ideaux premiers 
minimaux d'un ideal sont en nombre fini; cf. (SC), Chap. IV, § 2, — 
ou (VW), Chap. XII, - ou (N), Chap. I. Et la reunion (resp. l'inter- 
section) des ideaux premiers (resp. des ideaux premiers minimaux) 
de (0) dans A est l'ensemble des diviseurs de zero (resp. des elements 
nilpotents) de A; cf. (SC) ou (N), ibid. Ces resultats appartiennent 
a la theorie de la decomposition en ideaux primaires. 

§5, n° 1, R. a.) et R. b.). 
Voir §4, n° 1, R. b.). 

§5, n° 1, R. c). 

On dit qu'un anneau d'integrite A est integralement clos si tout 
element x du corps des fractions K de A qui est entier sur A appartient 
a A ; il revient au meme de dire que A est une intersection d'anneaux 
de valuation; cf. (SC), Chap. II, § 3, - ou (K), § 37. Si A est integrale- 
ment clos, et si y est un element d'un surcorps de K qui est entier sur A, 
le polynome minimal (unitaire) de y sur K a ses coefficients dans A, 
et est done une equation de dependance integrale de y sur A; cf. (SC), 
Chap. II, § 3, th. 3. 

§6, R.a.). 

Tout anneau de fractions d'un anneau integralement clos est 
integralement clos; cf. (SC), Chap. II, § 3, th. 2. 

§6, R. b.). 

Si A est un anneau d'integrite, et si l'anneau de polynomes A[X] 
est integralement clos, alors A est integralement clos. En effet, si Ton 
note K le corps des fractions de A, on a A = A[X] r\K, et il est clair 
que toute intersection d'anneaux integralement clos est un anneau 
integralement clos. 

§6, R. a). 

Demonstration dans (SC), Chap. II, §3, n° 4. Rappelons qu'on 
appelle fermeture integrale d'un anneau A dans un anneau B contenant 
A l'ensemble des elements de B qui sont entiers sur A; la cloture 
integrale de A est la fermeture integrale de A dans son anneau (total) 
de fractions (corps des fractions si A est un anneau d'integrite). 

8* 
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§ 6, R. d.). 

Si A est un anneau d'integrite integralement clos, alors Tanneau 
de polynomes A[X] est integralement clos; cf. (SC), Chap. Ill, § 5, th. 1. 
En particulier, si K est un corps, K[X] est integralement clos; ceci 
resulte aussi du fait que tout anneau principal est integralement clos 
((SC), chap. II, §3, n°l). 

§6, R. e.). 

Si A est un anneau noetherien, et si % est un element d'un anneau 
contenant A tel que A[x] soit contenu dans un ,4 -module de type fini, 
alors x est entier sur A (voir § 3, n° 4, R. a.)); cf. (VW), Chap. XIV, — 
ou (SC), Chap. II, § 1, n° 1, p. 50; ceci resulte de ce que A [x] est lui 
meme un A -module de type fini. 

§6, R. f.). 

Soient A un anneau d'integrite, A' sa cloture mtegrale. II arrive 
souvent (par exemple lorsque A = *[*]) que A' soit un ^-module de 
type fini, ce qui implique l'existence d'un denominates commun 
d£A pour les elements de A'. L'ensemble de ces denominateurs 
communs (c.-a-d. des elements d de A tels que dA'CA) est un ideal f 
de A, qu'on appelle le condudeur de A' dans A; cest aussi un ideal 
de A'; plus precisement c'est le plus grand ideal de A qui soit aussi 
un ide'al de A' ; cf. (SC), Chap. II, § 3, n° 5. 

§6, R. g.). 

Voir §4, n° 3, R. b.). 

§7, n° 1, R. a.). 
Voir §4, n° 1, R. a.). 

§7, n° 1, R. b.). 

Pour la transitivity ■ de la disjonction lineaire, voir (B), Chap. V, 
§ 2, n° 3, prop. 7. 

§7, n°l,R. c). 

Si K est algebriquement ferme dans L, alors K(X) est algebriquement 
ferme dans L{X); cf. (B), Chap. V, § 6, exerc. 8. 

§7, n° 2, R. a.). 
Voir §4, n° 1, R. a.). 

§7, n° 3, R. a.). 

Cf. (B), Chap. V, § 6, cor. de la prop. 1. 

§ 7, n° 4, R. a.). 
Voir §6, R. d.). 

§7, n° 4, R. b.). 
Voir §6, R. a.). 
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§7, n°4, R. a). 

Si un element x est entier sur un anneau B, et si B est entier sur 
un sous-anneau A, alors x est entier snr A ; cf. (SC), Chap. II, § 2, th. 2. 

§9, n° 1, R. a.). 

Pour les resultats algebriques sur Tordre d'inseparabilite, nous 
renvoyons a (WF), Chap. I, §8. 

§9, n c 2, R. a.). 

Etant donne un ideal premier p d'un anneau noetherien A, on 
appelle puissance symbolique w-eme de p, et Ton note p( w ), Tunique 
composante primaire isolee de p n (elle est relative a p) ; plus generalement 
Ton peut definir p( n > comme etant la trace sur A de p n A p , c.-a-d. 
l'ensemble des elements x de A pour lesquels il existe s $ p tel que 
sx 6 p n ;cl (SC), Chap. IV, § 3, p. 133, - ou (K), § 9, - ou (N), Chap. III. 

§9, n c 2, R. b.). 

Si p est un ideal premier minimal d'un anneau normal A (en particulier 
d'un anneau d'integrite noetherien et integralement clos), les seuls 
ideaux primaires pour p sont ses puissances symboliques; cf. (SC), 
Chap. IV, § 4. Pour la correspondance mentionnee dans le texte, voir 
(SC), Chap. Ill, §2. 

Chapitre II. 

§ 1, n° 1, R. a.). 

On appelle anneau local un anneau (commutatif) A dont les elements 
non inversibles torment un ideal m ; cet ideal m est maximal, et est le 
plus grand ideal de A (distinct de A). Certains auteurs reservent le 
nom d'anneau local aux anneaux locaux noetheriens, ce qui n'est pas 
genant pour nous. 

§ 1, n° 1, R. b.). 

Bien que cette permutabilite puisse s'enoncer dans un cas encore 
plus general, contentons nous du cas suivant: on a un anneau A et 
deux ideaux a et p de A tels que p soit premier et que a C p ; alors 
A p /aA p est canoniquement isomorphe a (y4/a) (p / a) . II va presque sans 
dire que les anneaux de fractions consideres ici sont pris au sens d'UzKOV; 
cf. (SL), Chap. I, n°4. 

§ 1, n° 2, R. a.). 

Soient A un anneau local, m son ideal maximal. Parmi les systemes 
finis d' elements de A qui engendrent des ideaux primaires pour m, 
prenons en un ay ant le moins grand nombre d' elements possible. Un 
tel systeme est appele un systeme de parametres de A, et son nombre 
d'elements s'appelle la dimension de A. La dimension de A est aussi 
la plus grande longueur (diminuee de 1) des chaines d'ideaux premiers, 
de A, Cf. (SL), Chap. II, n° 4, - ou (N), chap. IV. 

8a 
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§l,n 0 4, R. a.). 

Etant donne un anneau local A, prenons les puissances m n de son 
ideal maximal m comme systeme fondamental de voisinages de 0; 
ceci definit sur A une tofiologie, compatible avec sa structure d'anneau. 
Le complete de A pour cette topologie est un anneau local, dont l'ideal 
maximal est engendre par m, et dont la dimension est egale a celle de A. 
Cf. (SL), Chap. I, n° 1 et Chap. II, n° 4, a), - ou (N), Chap. V, - ou 
(SC), Chap. V, §2, n°4. 

§ 1, n°4, R. b.). 

Pour la construction du produit tensoriel complete, voir (SL), 
Chap. VI, n° 1. 
§ 1, n° 4, R. a). 

Etant donne un anneau local A d'ideal maximal m, on definit sur 

°° 

la somme directe 2Jm n /™ w + 1 une structure d'anneau; l'anneau ainsi 

obtenu est appele V anneau gradue associe a A (et m). Cf. (SL), Chap. II, 
n° 1, - ou (SC), Chap. V, § 1, n° 2. 

§2, n° 1, R. a.). 

Voir Chap. I, §5, n° 1, R. c). 

§2, nM, R. b.). 

Voir Chap. I, §6, R. a.). 

§2, n°l,R. a). 

Si un anneau d'integrite A est tel que A m est integralement clos 
pour tout ideal maximal m de i, alors A est integralement clos; cf. 
(SL), Chap. VI, n° 3. 

§2, n° 1, R. d.). 

Voir Chap. I, §6, R. f.). 

§2, n° 2, R. a.). 

Etant donnes un anneau A, un anneau A' entier sur A, et deux 
ideaux premiers p', q' de A' tels que p' C q' et p' 4= q', on a A r\ p' #= A r\ q\ 
Cf. (SC), Chap. II, §2, th. 6. 

§2, n° 2, R. b.). 

Etant donnes un anneau A, deux ideaux premiers p et q de A tels 
que p C q, un anneau A' entier sur A, et un ideal premier p' de A' tel 
que Ar\p' = p, - il existe un ideal premier q' de A' tel que q'^p' 
et que A r\ q' = q; ceci est le «going up theorem» de Cohen-Seidenberg. 
Cf. (SC), Chap. II, § 2, cor. to th. 5. 

§ 2, n° 2, R. c). 

Ceci est une consequence du «going up theorem» et du resultat cite 
plus haut, au § 2, n° 2, R, a.). 
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§2, n°2, R. d.). 

Pour la structure du complete d'un anneau semi local, voir (SL), 
Chap. I, n° 5, - ou (SC), Chap. V, § 3, n° 3. 

§2, n° 3, R. a.). 

Cf. (SL), Chap. IV, §4. 

§2, n° 3, R. b.). 

Ceci est un anneau de fractions au sens d'Uiczov; cf. (SL), Chap. I, 
n° 4. 

§2, n° 3, R. c). 

Si un element % d'un anneau local o n est pas un diviseur de zero 
dans o, ce n'est pas non plus un diviseur de zero dans le complete o 
de o; cf. (SL), Chap. I, n° 3, cor. 1 de la prop. 1, - ou (SC), Chap. V, 
§ 2, cor. 2 du th. 6, - ou (N), Chap. V. 

§2, n°3, R. d.). 

Soient A un anneau local noetherien, m son ideal maximal, et a 

oo 

un ideal dei;ona alors n (a + mn) = a (th. de Krull) ; en d'autres 

71 = 0 

termes tout ideal a de i est ferine pour la topologie definie au § 1, 

oo 

n°4, R. a.). En particulier f| va n = (0), et A est separe. Cf. (SL), 
Chap. I, n° 1, - ou (SC), Chap. V, § 2, n° 6, - ou (N), Chap. V. 
§ 2, n° 3, R. e.). 

Un «noyau» est un anneau local d'un type particulier; cf. (SL), 
Chap. Ill, n° 2. 

§2, n° 3, R. f.). 

Cf. (SL),Chap. V, n°l,prop. 1. 
§2, n° 4, R. a.). 

Voir les caracterisations des elements entiers donnees au Chap. I, 
§3, n° 4, R. b.). 

§3, R. a.). 

Soit A un anneau local noetherien d'ideal maximal m; si un ideal a 
de A est tel que m = a + m 2 , alors m = a. En effet, par un raisonne- 
ment classique, on a m = a + m 2 = a + m(a + m 2 ) = a + m 3 = • • • 

oo 

= a + m n ; d'ou a = m puisque n (a + m n ) = a; voir § 2, n° 3, R. d.). 
§3, R.b.). 

Un anneau local A dont r anneau gradue associe (voir §1, n° 4, 
R. c.)) est un anneau d'integrite est lui meme un anneau d'integrite; 
cf. (SL), Chap. II, n° l,c, - ou (SC), Chap. V, § 1, n° 3, th. 1. 
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§3, R.c). 

Un anneau local noetherien dont l'anneau gradue associe est mte- 
gralement clos est lui meme integralement clos; cf. (SL), Chap. II, 
n° l,e, - ou (SC), Chap. V, § 1, n° 6, th. 3. 

§3, R. d.). . 

Si B est un anneau local, et A un sous-anneau local et noetherien 
de B tel que B soit un ,4 -module de type fini, alors la topologie d'anneau 
local de A est induite par celle de B; cf. (SC), § 2, n° 1, p. 149. 

§3, R. e.). 

En effet si un element z du complete o de r anneau local o peut 
s'ecrire sous la forme ajb (a,6€'0), on a ^o&no = o& (cf. (SL), 
Chap I n° l,f, - ou (SC), Chap. V, § 2, n° 6, th. 5, - ou (N), Chap. V); 
d'ou a = z'b avec z' € 0, (*-Y)ft = 0, et z-z' = 0 puisque b n'est 
pas diviseur de zero dans o (voir § 2, n° 3, R. c.)). 

§4, n°l,R. a.). 

On dit qu'un anneau local de dimension d est reguher si son ideal 
maximal m peut etre engendre par d elements (voir § 1, n° 2, R. a.)). 
II revient au meme de dire que m peut etre engendre par ^ elements 
modulo m 2 , ou que m/m 2 est un espace vectoriel de dimension d sur 
o/m, en vertu de ce qui a ete vu au § 3, R. a.). 

§4, n° 1, R. b.). 

Cf. (SL), Chap. II, n°5,c, - ou (SL), Chap. V, §1, n° 6, ex.2, 
p. 147, - ou (N), Chap. IV. 
§4, n° 1, R. c). 

Cf. (SC), Chap. IV, § 4, lemma 2, - ou (N), Chap. IV. 
§4, n°l,R. d.). 

Cf. (SL), Chap. V, n° 3, cor. au th. 2. 
§4, n° 1, R. e.). 

Cf. (SL), Chap. IV, n° 4, prop. 1. 
§4, n°2, R. a.). 

On appelle exposant caracteristique d'un corps k de caracteristique q 
rentier q si q =4= 0, et rentier 1 si q = 0; cf. (B), Chap. V, § 1. 
§4, n° 2, R. b.). 

Les ^-bases sont definies dans (B), Chap. V, § 8, exerc. 1. 
§4, n°3, R. a.). 

Etant donne un anneau local reguher A de dimension d, on appelle 
systeme regulier de parametres de A tout systeme de d elements de A 
engendrant Hdeal maximal mdei (voir § 4, n° 1, R. a.)). 

§ 4, n° 3, R. b.). 

Cf. (SL), Chap. II, n° 5,b, - ou (N), Chap. V. 
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§4, n° 3, R. c). 

Cf. (B), Chap. V, § 9, th. 1, - ou (WF), Chap. I, th. 1. 
§5, n° 1, R a.). 

Etant donnes un anneau local noetherien o et un ideal 9c primaire 
pour l'ideal maximal m de o, la longueur de l'anneau o/9C n est finie et 
est un polynome en n pour n assez grand; le terme de plus haut degre 
de ce polynome est de la forme e(9C)n d /d\, ou d est la dimension de o, 
et ou e(9i) est un entier; on appelle e(9i) la multiplicite de l'ideal 9£. 
Cf. (SL), Chap. II, n° 3 et n° 5. 

§5, n° 1, R. b.). 

Soient o un anneau local a noyau, et % un ideal primaire pour l'ideal 
maximal mdeo; pour que e{%) = 1, il faut et il suffit que o soit regulier 
et que 9C = m. Cf. P. Samuel, «La notion de multiplicite en Algebre 
et en Geometrie Algebrique», J. Math, pures et appl., 1951; Chap. II, 
th. 7 et remarques. Voir aussi (SL), Chap. II, n° 5,c pour la suffisance. 

§5, n° 2, R. a.). 

Si 0 est un anneau a noyau, p un ideal premier de o, q un ideal 
primaire pour p, et p un ideal premier isole de o • p, les multiplicites 
des ideaux q • o p et q - Op sont egales. Cf. (SL), Chap. Ill, n° 3, cor. 2. 

§5, n° 2, R. b.). 

Si A est un anneau a noyau, (%,..., x n ) un systeme de parametres de 
A engendrant un ideal q, t> Tideal engendre par (x v . . . , x r ), et p { les 
ideaux premiers minimaux de t>, on a la «formule d'associativite»: 
e(<\)=Z; e((cti + Vi)IPi)'e(»A Pi ). Cf. (SL), Chap. Ill, n° 4. Nous 

i 

utilisons ici le cas ou t> = (0) (r = 0), traite dans le 2° de la demonstration 
citee. 

§5, n° 2, R. c). 

Le complete d'un anneau local regulier est regulier. Cf. (SL), 
Chap. II, n° 5,c, - ou (N), Chap. V. 

§5, n° 3, R. a.). 
Voir §5, n° 1, R. b.). 

§5, n° 3, R. b.). 

Pour les proprietes des parties des systemes reguliers de parametres 
cf. (SL), Chap. II, n°5,c. 

§5, n° 5, R. a.). 

On a e(9C) = e(o • 9£) puisque les anneaux o/9C n et o/o • 9C n sont iso- 
morphics (cf. (SC), Chap. V, § 2, n° 5, cor. 1 au th. 4). 

§5, n° 5, R. b.). 

Cf. (SL), Chap. VI, n° 1, prop. 1. 
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§ 5, n° 6, R. a.). 
Voir § 5, n° 5, R. a.). 

§5, n° 6, R.b.). 

Cf. (SL), Chap. II, n° 5,f, cor. 2 de la prop. 2. 

§5, n°7, R. a.). 
Voir § 1, n°2, R. a.). 

§5, n°7, R. b.). 

Cf. (SL), Chap. II, n° 5,f, cor. 1 de la prop. 2. 

§ 5, n° 7, R. a). 

Cf. (SL).Chap. Ill, n° 4, cor. 

§5, n°7, R. d.). 

On dit qu'un ideal est equidimensionnel si toutes ses composantes 
primaires ont meme dimension (elles sont done toutes isolees) On 
applique ici le theoreme d'equidimensionahte d'l. S.Cohen; ct. (hL.), 
Chap. IV, n° 4, prop. 2. 

§5, n° 7, R. e.) et R. f.). 
Cf. (SL), Chap. II, n° 5,e. 

§5, n° 8, R. a.). 
Voir § 1, n° 2, R. a.). 

§5, n°8, R. b.). 
Voir §5, n° 2, R.b.). 

§ 5, n° 9, R. a.). . 

Si & est un ideal primaire pour l'ideal maximal d un anneau local o 
il existe un ideal % C9£ et engendre par un systeme de parametres tel 
que em = em ; cf. (SL), Chap. II, n° 5,e, A. La demonstration montre 
que, si o contient un corps infini K, l'on pent prendre pour generateurs 
de $ des combinaisons lineaires «suffisamment generales» a coefficients 
dans K des generateurs de plus precisement cf P. Samuel, «La 
notion de multiplicity . . .», J. Math, pures et appl., 1951, Chap. 11, 
n° 6, scholie au th. 5. 

§ 5, n° 10, R. a.). 

Cf. (SL), Chap. VI, n° 2. 

§5, n° 10, R.b.). t y . 

En effet un anneau semi-local complet est compose direct d anneaux 

locaux complets; voir § 2, n° 2, R. d.). 
§5, n° 10, R. c). 

Cf. (SL), Chap. II, n° 5,f, cor. 1 de la prop. 2. 
§ 5, n° 10, R. d.). 

Cf. (SL), Chap. I, n° 6,e, - ou (SC), Chap. V, § 3, n° 1, lemma 1. 
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§6, n° 1, R. a.). 

En effet les modules o/oy* et ox n /ox n y n sont isomorphes au moyen 
de l'application z->x n z) done la longueur de x>\t>x n y n est egale a la 
somme des longueurs de ojox n et de o/oy n ; dou notre assertion d'apres 
la definition des multiplicites (voir § 5, n°l, R. a.)). 

§6, n° 1, R. b.). 
Voir §5, n° 2, R. b.). 

§6, n° 2, R. a.). 

On appelle multiplicity d'un anneau local celle de son ideal maximal; 
cf. (SL), Chap. II, n° 5. 

§6, n° 2, R. b.). 
Voir §5, n° 1, R. b.). 

§6, n° 2, R. c). 

II est evident que, si deux ideaux q, q' primaires pour l'ideal maximal 
d'un anneau local sont tels que q C q', on a e(q) ^ e(q'). Cf. (SL), Chap. II, 
n° 3, a. 

§6, n°2, R. d.). 
Voir §5, n° 9, R. a.). 

§6, n° 2, R. e.). 

Cf. (SL), Chap. VI, n° l,d, prop. 1. 

§6, n° 3, R. a.). 

Voir Chap. I, §9, n° 2, R. b.). 

§6, n° 3, R. b.). 

En effet un anneau normal A est ^intersection des anneaux de ses 
valuations essentielles, e'est-a-dire des anneaux de fractions A p on p 
est un ideal premier minimal de A ; cf. (SC), Chap. Ill, § 1, th. 1 et th. 3. 

§6, n° 5, R. a.). 
Voir §3, R. a.). 

§6, n° 5, R. b.). 

Cf. (SL), Chap. IV, n° 4, prop. 2. 

§6,n°5, R.c). 

Cf. (SL), Chap. II, n° 5,dB. 

§6, n° 5, R. d.). 
Voir §5, n° 1, R. b.). 

§6, n° 8, R. a.). 

Cf. (B), Chap. V, § 10, th. 1. 
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Annexe historique. 

Nous ne pretendons nullement faire ici l'historique de la Geometrie 
Algebrique. Nous nous contenterons essentiellement d'indiquer a 
laquelle des quatre epoques de la Geometrie Algebrique sont diis les 
principaux resultats donnes dans le texte. Les quatre epoques auxquelles 
nous venons de faire allusion sont: 

a) La premiere Ecole Allemande, marquee par les noms de 
M. Noether, de L. Kronecker, de Dedekind et Weber, - et aussi 
par celui de D. Hilbert (1860-1895). 

b) L'Ecole Italienne, marquee par C. Segre, E. Bertini, G. Castel- 
nuovo, F. Enriques, F. Severi et leurs eleves (1895-1920). 

c) La seconde Ecole Allemande, marquee surtout par E. Noether 
et B. L. Van der Waerden (1920-1940). 

d) L'Ecole Americaine, marquee par O. Zariski, A. Weil, C. Che- 
valley et leurs eleves de toutes nationalites (1939- . . .). 

II va sans dire que cette division en quatre periodes est extremement 
schematique. 

Chapitre I. 

La definition des ensembles algebriques, plus ou moins explicit e 
depuis fort longtemps, se trouve nettement chez Kronecker [1], ainsi 
que la decomposition en ensembles irreductibles. Le fait que les 
ensembles algebriques d'un espace affine ou projectif satisfont a la 
condition minimale est demontre par Hilbert, comme consequence de 
son theoreme de la base finie [2]. L expose de ces debuts de la Geometrie 
Algebrique prend une forme tres voisine de celle que nous donnons ici 
des les premiers travaux d'E. Noether [3]. 

Le theoreme des zeros est du a Hilbert [4], qui montre meme 
quune puissance de l'ideal d(V(a)) est contenue dans a. La methode 
de reduction au cas ou V(a) est vide a ete trouvee par Rabinowitsch [5]. 
Le theoreme des zeros a recemment ete l'objet de nombreuses recherches, 
tendant a le demontrer sans utiliser la theorie de relimination; citons 
celles de Zariski [6], Brauer [7] et Goldman [8]. 

Les notions de specialisation et de point generique apparaissent 
dans les premiers travaux de Van der Waerden [9], et celui-ci demontre 
le theoreme d'extension des specialisations par la theorie de reli- 
mination [10]. Les travaux (souvent collectifs) de TEcole Americaine 
ont porte sur l'elimination de cette theorie; a eux sont dues les demons- 
trations recentes du theoreme d'extension, ainsi que la decouverte de 
ses liens avec les notions de place et de valuation. L'origine de ces 
notions est aussi la Geometrie Algebrique, puisqu'elles furent introduites 
par Dedekind et Weber dans le cas des courbes [11]; Tintroduction 
des valuations de rang quelconque est due a Krull. 
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Le fait qu une variete definie par une seule equation est de dimension 
n - 1 semble implicitement connu depuis fort longtemps. II se trouve 
explicit ement, ainsi que sa reciproque, chez Van der Waerden [9]. 

La notion de projection est aussi vieille que la Geometrie Algebrique 
elle meme. Le lien entre projections et elimination est reconnu des 
les debuts de l'Ecole Italienne. La methode geometrique de demons- 
tration du lemme de normalisation est due a Weil [12]. 

Les Geometres Italiens, a la suite de C. Segre [13], furent les 
premiers mathematiciens a definir les produits, et a utiliser systematique- 
ment sous le nom de correspondances les graphes de relations algebriques. 

Le theoreme sur les dimensions d' intersections a ete demontre par 
voie algebrique par Van der Waerden [14]. II etait probablement 
connu depuis plus longtemps, par voie analytique. 

Si la methode de normalisation des varietes af fines se trouve deja 
implicitement chez E. Noether et explicitement chez A. Weil [12], 
Tutilisation systematique des varietes normales et la normalisation des 
varietes projectives sont dues a Zariski [15]. Les Geometres Italiens 
avaient deja la notion de variete normale, et prenaient pour definition 
le critere que nous donnons au §6,d). 

La question de lextension du corps de base s'est presentee des les 
premiers travaux d'E. Noether [3]. Mais elle nest systematiquement 
abordee que par l'Ecole Americaine; ce n'est pas ici le lieu de denouer 
l'echeveau complexe des influences que Chevalley, Weil et Zariski 
eurent les uns sur les autres. Notons seulement que la notion d'extension 
reguliere est due a Chevalley [16] qui en donne les principales 
applications, - qu'elle est systematisee dans le traite de Weil [17], - 
et que le critere d'irreductibilite absolue du § 7, n° 2 e est du aZARiSKi [18]. 

La notion de propriete vraie presque partout etait bien connue des 
Geometres Italiens. La notion de degre d'une variete est encore plus 
ancienne. 

Les notions d'ordre d'inseparabilite et de cycle rationnel sur un 
corps sont dues a Weil [17]. Les cycles sont consideres pour la premiere 
fois dans un des premiers travaux de Severi [19] et sont systematique- 
ment utilises par les Geometres Italiens sous le nom de « varieta virtuali». 
Nous nous refusons d'entrer dans les discussions de priorite relatives 
a la forme associee; Tidee de representer les varietes de degre et de 
dimension donnes par certains points d'un espace projectif etait fort 
naturelle, et nous ne devons pas nous etonner d'en retrouver des traces 
fort anciennes chez Cayley ou Bertini, chez Plucker ou Grassmann; 
mais, pour etre complete, une telle theorie doit aussi comporter la 
demonstration du fait que les points representatifs ainsi obtenus forment 
un ensemble algebrique, et ceci nest demontre dans le cas general que 
par Chow et Van der Waerden [20] ; nous avons suivi leur expose. 
(I) Pour l'historique de ces questions voir F. Severi, «La Geometrie 
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Italienne...» Colloque de Geom. Alg. Liege (1949) (Liege, Thone (1950). 
La notion de specialisation de cycles est alors chose facile ; la compatibility 
de la specialisation des cycles avec diverses operations est formulee par 
Weil [17], et demontree par Matsusaka [21] et Samuel [22]. Les 
lemmes techniques du § 9, n° 7,g) et h) sont dus a Zariski [23]. 

Nous avons deja dit que la notion de correspondance remonte a 
C. Segre [13] ; celle de correspondance irreductible est introduite par 
Severi en 1912 [24]; et c'est a lui que sont dus les enonces des criteres 
d'irreductibilite donnes dans le texte du §10; une demonstration 
algebrique du premier se trouve dans le traite de Van der Waerden [25]. 
L'enonce sans demonstration du principe de decompte des constantes 
remonte a Schubert [26]; des demonstrations rigoureuses en furent 
donnees a peu pres simultanement par Van der Waerden [25] et 
par Severi [27]. Les notions duplication reguliere et de correspondance 
bireguliere ont ete degagees par Zariski [28] et Weil [17], 

Chapitre II. 

Cest a Zariski qu'est due la notion d'anneau local d'une sous- 
variete sur une variete [15], ainsi que la methode de reduction a la 
dimension 0 [29]. ^utilisation des produits tensoriels completes 
d'anneaux locaux pour l'etude des extensions du corps de base et celle 
des varietes produits est due a Chevalley [30]. 

Dans l'etude de la correspondance entre une variete et un modele 
normal associe, nous avons suivi Zariski [28]. Le theoreme de non 
ramification analytique est de Chevalley [30], celui d'irreductibilite 
et de normalite analytique est de Zariski ([31] et [32]). 

La notion de cone des tangentes est fort ancienne, au moins pour 
les hypersurfaces; sa definition au moyen d'un anneau gradue associe 
a ete donnee par Igusa [33]. 

La definition des points (absolument) simples par le critere jacobien 
est classique; celle au moyen des anneaux locaux reguliers est due a 
Zariski [15]. L'expose que nous donnons au § 4 provient essentielle- 
ment de Zariski [29]. 

La definition des multiplicites d' inter section a subi une longue 
evolution, depuis le cas d'une droite et d'une hypersurface, qui etait 
essentiellement connu par Descartes et Hudde. Les Geometres 
Italiens ont fait un grand effort pour preciser cette notion (voir la suite 
des memoires de Severi), aboutissant a un expose pleinement satisfaisant 
de Severi [34]. Pendant ce temps Van der Waerden donnait a la 
fois une theorie topologique [35], et une theorie algebrique qui ne 
definissait la multiplicite d'une composante de V r\W que si V • W 
etait globalement defini [14]. Les theories de Chevalley [30] et de 
Weil [17] sont les premieres a donner une definition purement 
algebrique et locale des multiplicites ^intersection ; ces auteurs donnent 



Bibliographie. 



127 



aussi la demonstration des principales formules relatives aux multi- 
plicites d'intersection, formules dont l'enonce semble avoir ete degage 
par Weil; bien entendu plusieurs de ces formules, comme l'associativite 
et le crite're de multiplicite 1, etaient deja connues des Italiens et de 
Van der Waerden. Le theoreme de specialisation (§ 6, n° 7) ne pouvait 
etre enonce qua l'interieur d'une theorie des specialisations de cycles, 
et on le trouve chez Matsusaka [21] et Samuel [22]; mais c'est la 
generalisation du fameux principe de conservation du nombre, qui 
remonte a Schubert et pent etre au dela [26], et dont la suite des 
travaux de Severi donne une demonstration satisfaisante. ^extension 
de la theorie aux composantes excedentaires a ete suggeree par Severi [34] 
et faite par Samuel [22]. La multiplicite d'une sous-variete est une 
vieille notion dans mille et un cas particuliers ; la definition et l'expose 
que nous en donnons proviennent de Samuel [22]. Les resultats sur 
l'ordre dWparabilite sont dus a Weil [17]. Ceux sur le calcul des 
correspondances sont inspires par lui [36]. 
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Annexe terminologique. 

«The same fate as once befell at Babel. » 

Pour la commodite du lecteur nous donnons ici un tableau comparant les 
terminologies utilisees dans ce livre et par divers auteurs. Nos sources sont les 

suivantes: -,^ A r> 

Weil, A.: Foundations of Algebraic Geometry. New York 194b. 

Zariski, O.: Memoires recents. _ ... 1Q q Q 

Van der Waerden, B. L. : Einfuhrung in die algebraische Geometric Berlin 1939. 

— Suggestions faites dans «Zur algebraischen Geometrie, 16». Math. Ann. 125, 

314—324 (1953). 
Severi, F.: Introduzione alia Geometria algebnca. Roma 1947. 
Hodge,W.V.D., and D. Pedoe : Methods of algebraic Geometry. Cambridge 19t>z. 

On remarquera que la terminologie d'A. Weil et la notre sont particulierement 
adaptees aux questions ou le corps de base est d'importance secondaire, contraire- 
ment a celles d'O. Zariski et de Hodge-Pedoe, ainsi qu'a l'ancienne terminologie 
de Van der Waerden; le probleme ne se posait pas pour les Geometres "ahens, 
ni pour Chevalley (« Intersections of algebraic varieties)), Trans. Amer. Math. 
Soc 57 1—85 (1945)], qui operent sur un corps de base algebriquement clos. 
La terminologie de W. L. Chow est assez voisine de la notre. L'ecole Japonaise 
de Geometrie Algebrique utilise la terminologie d'A. Weil. La terminologie 
utihsee par I. Barsotti differe peu de celle d'O. Zariski. Quant a W. Grobner 
(Moderne algebraische Geometrie. Wien 1949), ses «Nullstellengebilde)) sont nos 
«ensembles algebriques)), tandis que ses ^ « Algebraische Mannigfaltigkeiten)) ont 
I'air d'etre a peu pres des ideaux de polynomes. 
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La notation II 5, 8, b renvoie au Chapitre II, paragraphe 5, numero 8, alinea 
b) Les theoremes et resultats dont le nom figure dans un titre de paragraphe 
ou de numero ne sont pas tou jours cites. 



Absolu (anneau local) 62; II, 1, 3. 
Absolue (variete) 28; 1, 7, 1, a. 
Absolues (composantes) 32 ; I, 7, 2, a et b. 
Absolument irreductible (variete) 31; 
I> 7, 2, c. 

Absolument normale (variete) 34; I, 1, 

Absolument simple (sous- variete) 7b; 

II, 4, 2, c. 
Affinement normale (k- variete) 25; 

I, 6, a. 

Algebrique (ensemble) , cas af fine 1 ; 
I, 1, 1, b. 

Algebrique (ensemble), cas projectif 8; 
I, 2, l,b. 

Algebrique (systhne) 51 ; I, 9, 6, a et b. 
Algebroide (variete) 78; II, 5, 2, a. 
Ambiante (variete) 98; II, 6, 5, a. 
Analytiquement irreductible 62; II, 1, 
4, a. 

Analytiquement normale 67; II, 2, 3, d. 
Anneau de coordonnees sur k 3; I, 1, 
3, e. 

Anneau de coordonnees homogenes 

sur k 9; I, 2, 2, a. 
Anneau de coordonnees absolu 31; 

I, 7, 1, e. 

Anneau local (d'un point, d'une sous- 

variete) 59; II, 1, 1, a et b. 
Anneau local, cas projectif 60; II, 1, 

I, e. 

Anneau local complete 62; II, 1, 4, a. 
Application rationnelle 56; I, 10, 3, a. 
Associativite (formule d') 85 et 93; 

II, 5, 8, b et II, 6, 1, d. 
Associee (forme) 44; I, 9, 4, b. 
Associe (ensemble algebrique associe a 

un systeme algebrique) 51 ; I, 9, 6, a. 

Bezout (theoreme de) 107; II, 6, 7, e. 
Birationnellement equivalentes (k- 

varietes) 3; I, 1, 3, e. 
Birationnelle (correspondance) 57; I, 

10, 3, f. 
Bireguliere 58; I, 10, 3, f. 

Centre (d'une projection projective) 16; 
I, 3, 2, a. 

Chow (coordonnees de) 46; I, 9, 4, c et d. 
Chow (point de) 51 ; I, 9, 6, a. 



Compatibilite (de la specialisation des 
cycles avec diverses operations) 
52 et 104; 1,9,7, et 11,6,7. 

Composantes (d'un k-ensemble), cas 
affine 3; I, 1, 3, c. 

Composantes (d'un k-ensemble), cas 
projectif 9; I, 2, 1, f. 

Composantes absolues 32; I, 7, 2, aetb. 

Composantes (d'un cycle) 41; I, 9, 2, a. 

Composantes propres et excedentaires 
82; II, 5, 7, a. 

Composee (correspondance) 55; I, 10, l,e 

Cone des tangentes 68; II, 3, a. 

Cone representatif (d'un ensemble pro- 
jectif) 9; I, 2, 1, e. 

Conjugue (cycle) 43; I, 9, 3, a. 

Conjugue (point) 31 ; I, 1, 2, b. 

Conjuguee (variete) 31, I, 7, 2, b. 

Conservation du nombre (principe de) 
106; II, 6, 7, e. 

Coordonnees de Chow d'une variete 46; 
I, 9, 4, c. 

Coordonnees de Chow d'un cycle 47; 
I, 9, 4, d. 

Coordonnees homogenes 8; I, 2, 1, a. 
Coordonnees strictement homogenes 8; 

I, 2, 1, a. 

Corps de base (d'un anneau local) 62; 

II, 1, 4, b. 

Corps de definition (d'une variete ab- 
solue) 30; I, 7, 1, b. 

Corps des fonctions rationnelles (sur k) 
3; I, 1, 3, e. 

Id., cas projectif 10; I, 2, 2, a. 
Corps des fonctions rationnelles (absolu) 

31; I, 7, 1, d. 
Correspondance 51; I, 10, 1, a. 
Correspondance birationnelle 57; I, 10, 

3, f. 

Correspondance composee, cas ensem- 

bliste 55; I, 10, 1, e. 
Correspondance composee, cas des cycles 

104; II, 6, 9, c. 
Correspondance degeneree 54; I, 10, 

1, b. 

Correspondance ensembliste 54; I, 10, 
1, a. 

Correspondance d'incidence 58; I, 10, 

4. a. 
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Correspondance reciproque 55; I, 10, ! 

1, c. 

Criteres d'irreductibilite 55 et 56; I, 10, j 

2, b et c. 

Criteres jacobiens de simplicity 73; 
II, 4, 2. 

Criteres de multiplicity 1 79; 11,5,3. 

Cycle 41; I, 9, 2, a. 

Cycle homogene 41; I, 9, 2, b. 

Cycle decompose 51; I, 9, 6, c. 

Cycle local 92; II, 6, 1, b. 

Cycle positif 41; I, 9, 2, c. 

Cycle premier rationnel sur k 43; I, 9, j 

3, e. 

Cycle produit 42; I, 9, 2, h. 

Cycle rationnel sur k 43; I, 9, 3, b. 

Decompose (cycle) 51 ; I, 9, 6, c. 
Decompte des constantes (principe de) 

55; I, 10, 2, b. 
Definie sur k (variete) 32; I, 7, 3. 
Definition (corps de) 30; I, 7, 1, b. 
Degeneree (correspondance) 54; I, 10, 

1, b. 

Degre d'un cycle positif 42; I, 9, 

2, e. 

Degre d'une variete 38; I, 8, 4. 
Diagonale 22; I, 4, 3, e. 
Diagonale (reduction a la) 93; II, 6, 1, c. 
Dimension d'une variete, cas affine 3; 

1, 1, 3, e. 

Dimension d'une variete, cas projectif 

10; I, 2, 2, a. 
Dimension d'un anneau local 60; II, 1, 

2, a. 

Direction (d'une projection affine) 15; 
I, 3, 1, a. 

Distance finie (point a) 13; I, 2, 6. 

Diviseur 41; I, 9, 2, b. 

Diviseur d'une fonction, des zeros, des 

poles 96; II, 6, 3, a. 
Domaine universel 4; I, 1, 4, c. 

Elimination 16; I, 3, 1, d. 
Ensemble algebrique, cas affine 1; I, 1, 
1, b. 

Ensemble algebrique, cas projectif 8; 
I, 2, 1, b. 

Ensemble anormal 65; II, 2, 2. d. 

Ensemble associe a un systeme alge- 
brique de cycles 51; I, 9, 6, a. 

Ensemble equidimensionnel, ou pur 4; 
I, 1, 3, e. 

k-ensemble, cas affine 1; I, 1, 1, b. 
k-ensemble, cas projectif 8; I, 2, 1, b. 
Ensemble irreductible, cas affine 2; I, 
1, 3, a. 

Ensemble irreductible, cas projectif 9; 
I, 2, 1, f. 

Ensemble normalement algebrique sur 
k, cas affine 1 ; I, 1, 1, b. 



Ensemble normalement algebrique sur 
k, cas projectif 8; I, 2, 1, b. 

Ensemble singulier d'une variete 75; 
II, 4, 2, b. 

Ensembliste (correspondance) 54; I, 
10, 1, a. 

Ensembliste (projection) 16; I, 3, 1, b. 
Equation d'un diviseur 41 ; I, 9, 2, d. 
Equation d'une hypersurface 6; I, 1, 6. 
Equations (systeme d') 2; I, 1, 1, e. 
Equivalentes (varietes birationnelle- 

ment) 3; I, 1, 3, e. 
Espace tangent de Zariski 68; II, 3, a. 
Exces d'une composante 83; II, 5, 7, a. 
Exces relatif composante 98; II, 6, 5, a. 
Excedentaire (composante) 82; II, 5, 

7, a. 

Extension (d'une specialisation de cyc- 
les) 52; I, 9, 7, c. 

Extension (d'une specialisation homo- 
gene) 12; I, 2, 4. 

Extension projective (d'une projection 
affine) 18; I, 3, 3. 

Extension reguliere (d'un corps) 29; 

1, 7, 1, b. 

Fermeture projective (d'un ensemble 

affine) 13; I, 2, 6. 
Fixe (partie) 43; I, 9, 3, g. 
Fonction rationnelle (sur une variete) 

10 et 57; I, 2, 2, a et I, 10, 3, e. 
Forme associee d'un cycle 46; I, 9, 4, d. 
Forme associee d'une variete 44; I, 9, 

4, b. 

Generique (point), cas affine 5; I, 1, 4, c. 
Generique (point), cas projectif 10; I, 

2, 2, b. 

Generique (variete lineaire) 35; I, 8, 2, a. 
Grassmannienne 46 et 56; I, 9, 5, et 
I, 10, 2, c. 

Homogenes (coordonnees) 8; I, 2, 1, a. 

Homogene (cycle) 41; I, 9, 2, b. 

Homogene (specialisation), cas pro- 
jectif 11; I, 2, 2, b. 

Homogene (specialisation), cas bipro- 
jectif 12; I, 2, 4. 

Homologues (points) 55; I, 10, 1, c. 

Hyperplan a l'infini 13; I, 2, 6. 

Hypersurface 6; I, 1, 6. 

Ideal (d'un ensemble algebrique) 1 ; 
I, 1, 1, c. 

Ideal homogene (d'un ensemble alge- 
brique projectif) 9; I, 2, 1, c. 

Ideal impropre 11; I, 2, 3, a. 

Immersion (invariant d') 72; II, 3, j. 

Impropre (ideal) 11; I, 2, 3, a. 

Incidence (correspondance d') 58; I, 10, 
4, a. 

9* 
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Indice de projection, cas affine 16; I, I 
3 1c. i 

Indice de projection, cas projectif 18; | 
I 3 2 c. 

Infini (point a 1', hyperplan a V) 13; 
I 2, 6. 

Inseparabilite (ordre d') 40, I, 9 1, a. 
Intersection complete 80; II, 5, 6 e_ 
Intersection (multiplicite absolue d ) 77 ; 
II, 5, 1, a. 

Intersection (multiplicite relative d) 

101; II, 6, 5, b. 
Intersection (produit d') 92; II, 6, 1, a. 
Invariant d'immersion 71; II, a, , ]■ 
Involutif (systeme) 58; I 10, 4, d. 
Irreductible (absolument) 31; 1, J A c. 
Irreductible (analytiquement) bl; 11, 

1, 4, a. 

Irreductible (correspondance) 55; 1, 1U, 

Irreductible sur k (ensemble algebrique 

affine) 2; I, 1, 3, a. 
Irreductible sur k (ensemble algebrique 

projectif) 9; I, 2, 1, f. 
Irreductibilite (criteres a ) 55 et Do , 

1, 10, 2, b et c. 

Ld = variete lineaire de dimension d. 
Lieu d'un cycle sur un corps 108; 
11,6, 8, b. 

Lieu dun point sur un corps 108, 

II, 6, 8, b. 
Lieu singulier d'une variete 75; 11, 4, 

2, b. 

Limite (secante) 69; II, 3, c. 
Local (anneau) 59; II, 1, 1. 
Local (cycle) 92; II, 6, 1, b. 
Localement egaux (cycles) II, b, 1, D. 
Localement nul (cycle) 92; II, 6, 1, b. 

m fc (P;V), m(P;V) 59; 11,1,1- 

Matrice jacobienne 74; II, 4, 2, a. 

Modele normal (d'une k-variete affine) 
26; I, 6, b. 

Modele normal (d'une k-variete pro- 
jective) 28; I, 6, c. 

Modele r-uple (d'un ensemble algebrique 
projectif) 22; I, 4, 3, d. 

Multiple (point) 75; II, 4, 2, b. 

Multiplicite d' intersection absolue II, 
II, 5, 1, a. 

Multiplicite d' intersection relative yy, 
II, 6,5, b. 

Multiplicite d'une sous-variete y4, 
II, 6, 2, a. 

Multiplicite d'une specialisation 88, 
II, 5, 10, c. 

Nappe d'une variete algebrique en un 
point 78; II, 5, 2, b. 



Normale (variete absolument normale) 

34; I, 7, 4, b. 
Normale (variete absolument normale 

en un point) 63; II, 2, 1, a. 
Normale (localement) 63; II, 2, 1, b. 
Normale (analytiquement) 67; 11,2, 
3, d. 

k-normale (variete k-normale en un 

point) 63; II, 2, 1, a. 
k-normale (k-variete affinement ou 

projectivement) 25; I, 6, a. 
Normal (modele), cas affine 26; I, 6, b. 



28; 

(en- 
(en- 



Normal % (modele), cas projectif 
I, 6, c. 

k-normal (point) 63; II, 2, 1, a. 
Normalement algebrique sur k 

semble affine) 1 ; I, 1, 1, b. 
Normalement algebrique sur k 

semble projectif) 8; I, 2, 1, b. 



p fc (P;V), o(P; V) 59; II, 1,1. 
Ordre d' inseparabilite (d'une variete sur 
un corps) 40; I, 9, 1, a. 

Parametres uniformisants 76; II, 4, 
3 a. 

Partie fixe d'un cycle sur k 43; I, 9, 3, g 
Point a l'infini 13; I, 2, 6. 
Point de Chow (d'un cycle homogene) 

51; I, 9, 6, a. 
Point generique, cas affine 5; I, 1, 4, c. 
Point generique, cas projectif 10; 1, L, 
2, b. 

Point generique d'un cycle premier 
rationnel 107; II, 6, 8, b. 
i Points homologues dans une correspon- 
dance 55; I, 10, 1, c. 
Point multiple, ou singulier 75; 11,4, 
2, b. 

Point k-simple 71 ; II, 4, 1, a. 
Positif (cycle) 41; I, 9, 2, c. 
Premier rationnel sur k (cycle) 43, 1, 
9 3 e 

Presque partout (propriete vraie) 34; 

I, 8,1, a. l + 

Principe de decompte des constantes 

55; I, 10, 2, b. 
Produit de cycles 42; I, 9, 2, h. 
Produit d'ensembles algebriques affmes 

20; I, 4, 1, a. 
Produit d'ensembles algebriques pro- 

jectifs 21 ; I, 4, 2, a. 
Produit d'intersection 92; II, 6, 1, a. 
Projection affine 15; I, 3, 1, a. 
Projection algebrique d'un cycle 4Z; 

Projection g ensembliste 16; I, 3, 2, b. 
Projection generique 44; I, 9, 4, a 
Projection (indice de), cas affine 16, 1, 
3, 1, c. 
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Projection findice de), cas projectif 18; 
I, 3, 2, c. 

Projection projective 17; I, 3, 2, a. 
Projective (extension) 18; I, 3, 3. 
Projective (fermeture) 13; I, 2, 6. 
Projective (projection) 17; I, 3, 2, a. 
Proj ectivement normale (&- variete) 25; 

I, 6, a. 
Projetante 17; I, 3, 2, a. 
Propre (composante) 82; II, 5, 7, a. 
Propriete vraie presque partout 34; 

I, 8, 1, a. 

Rationnel sur k (cycle) 43; I, 9, 3, h. 
Rationnelle (application) 56; I, 10, 3, a. 
Rationnelle (k-variete) 3; I, 1, 3, e. 
Reciproque (correspondance) 55; I, 10, 

1, d. 

Reduction a la dimension 0 61; II, 1, 

2, c. 

Reguliere (application rationnelle) 56; 

1, 10, 3, b. 

Reguliere (extension) 29; I, 7, 1, b. 
Relevement d'un point 54; I, 9, 7, h. 

Secante limite 69; II, 3, c. 
Segre (variete de) 22; I, 4, 3, d. 
Semi-generique (projection) 53; I, 9, 
7, f. 

Simple (absolument) 75; II, 4, 2, c. 
k-simple (point, sous- variete) 71; II, 
4, 1, a. 

k-simple (zero) 73 ; II, 4, 1, h. 
Singulier (ensemble, ou lieu) 75; II, 4, 

2, b. 

Singulier (point) 75; II, 4, 2, b. 

Non singuliere, ou sans singularites 

(variete) 75; II, 4, 2, b. 
Specialisation 5; I, 1, 4, c. 
Specialisation d'un cycle 51; I, 9, 7. 
Specialisation homogene 11; I, 2, 2, b. 
Strictement homogenes (coordonnees) 

8; I, 2, 1, a. 
Support d'un cycle 41; I, 9, 2, a. 
Support d'un systeme algebrique de 

cycles 58; I, 10, 4, a. 



Systeme algebrique de cycles 52; I, 9, 
6, a. 

Systeme algebrique irreductible maximal 

51; I, 9, 6, b. 
Systeme complet de conjugues 87; II, 

5, 10, a. 

Systeme d' equations 2; I, 1, 1, e. 
Systeme involutif de cycles 58; I, 10, 
4, b. 

Tangentes (cone des) 68; II, 3, a. 
Total (transforme) 55; I, 10, 1, c. 
Transforme d'un cycle par un auto- 

morphis.me 43; I, 9, 3, a. 
Transforme total d'un ensemble par 

une correspondance 55; I, 10, 1, c. 
Transversales (varietes) 79; II, 5, 3, c. 

Uniformisants (parametres, formes li- 

n^aires) 76; II, 4, 3, a et b. 
Universel (domaine) 4; I, 1, 4, c. 
Universelle (variete) 30; I, 7, 1, b. 

Variete ambiante 98; II, 6, 5, a. 
Variete absolue, ou variete 28; I, 7, 
1, a. 

Variete absolument irreductible 32; 

I, 7, 2, c. 

Variete absolument normale 34; I, 7, 4, 
b. 

Variete conjuguee 31; I, 7, 2, b. 
Variete de Segre 21 ; I, 4, 3, d. 
Variete de Veronese 22; I, 4, 3, e. 
Variete universelle 30; I, 7, 1, b. 
k-variete 2; I, 1, 3, a. 
k-variete affinement ou proj ectivement 

normale 25; I, 6, a. 
k-variete projective 9; I, 2, 1, f. 
Veronese (variete de) 22; I, 4, 3, e. 

Zariski (espace tangent de) 68; II, 3, a. 
Zariski (critere de simplicite de) 74; 

II, 4, 2, a. 

Zero affine 1; I, 1, 1, a. 

Zero k-simple d'un ideal 73; II, 4, 1, h. 

Zero projectif 8; I, 2, 1, f. 
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